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PROLOGO

El texto titulado Iniciacién a la Matematica Universitaria escrito siguiendo la estructura del programa
de Logica y Matematica para la Ingenieria y mas especificamente a las Ciencias Sociales, por el Ing.
Cristian Méndez Medrano y el Lcdo. Rolando Alvarez Beltran; docentes de reconocida trayectoria y con
muchos afos de experiencia ensefiando matematica, representa un importante aporte, al estudiante
que necesita formacion matematica indispensable para el desarrollo cientifico, tecnolégico y social de la
sociedad donde se desenvuelve.

Este material de apoyo, redunda en el desarrollo de las habilidades y destrezas que exige el contenido
programatico de las unidades curriculares establecidas en la educacién matematica universitaria para
los primeros anos del plan de estudios. El tratamiento de los temas se lleva a cabo, siguiendo el encade-
namiento logico de los conceptos, y se exponen en forma sencilla con precisién de lenguaje; adecuada-
mente ilustrados a través de tablas, la disposicién de ejemplos y ejercicios propuestos que conllevan al
estudiante a la aplicacién analitica de las operaciones légicas y simbolos matematicos en actividades
inherentes al proceso de razonamiento abstracto.

Este texto refleja la filosofia sostenida acerca de que un texto de matematica a nivel pre-universitario
debe ser leible, directo y cargado de motivacion para el estudiante; en fin, este libro aun cuando esta
escrito pensando fundamentalmente en el estudiante, también constituye una ayuda valiosa para el
docente.

Los Autores
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PRESENTACION

El presente texto forma parte de un conglomerado en preparacion que comprende, Matematica para primer y segundo afio
de bachillerato, técnico medio en comercio y técnico medio en administraciéon de las especialidades contabilidad e informati-
ca. Se ha elaborado en base a la necesidad de un texto adecuado a aquellos estudiantes que aspiran ingresar al Subsistema
de Educacion Universitaria con un enfoque teérico practico, donde sin dejar de perder el rigor matematico su centro es la
aplicacion de procedimientos de la asignatura en situaciones de aprendizaje individual o colectivo, en o fuera del aula.

Se pretende con esta obra, lograr un desarrollo integral en el campo del saber y del poder matematico; es decir, a partir de un
consistente sistema de conocimientos, se encauza hacia su aplicacion practica, mediante ejercicios y problemas organiza-
dos sistematicamente y que tienden, al desarrollo del pensamiento légico de los estudiantes, de manera que se contribuya a
una formacién matematica que sirva de base a estudios posteriores, asi como tabén para una insercion adecuada al mundo
laboral.

Los temas que conforman esta obra son: Fundamentos de légica matematica, NUmeros complejos, Sucesiones y series,
presentados en cuatro capitulos.

El Capitulo |, se dedica a la revision de los fundamentos de légica matematica, disponiendo los principales elementos del
trabajo con juicios (proposiciones) y razonamientos en base a las inferencias logicas. Su presentacion esta concebida para
permitir al estudiante el desarrollo del pensamiento Iégico, que contribuya a mejorar su forma de pensar, y aunque “La légica
no resulta imprescindible para pensar, pero si contribuye a un pensamiento que se acerque mucho mas a la realidad.”

El Capitulo Il, presenta la nocién de conjunto que da paso a aspectos fundamentales de la Teoria de Conjuntos, y que conl-
leva a la ejecucion de operaciones de union, interseccion, entre otras; realizables con elementos del ya definido conjunto.

El Capitulo lll, trata la conceptualizacion de numero real dada la clasificacion de conjuntos numéricos y su representacion
en la denominada recta numérica. Tomando a los niumeros reales, en este apartado se realizan operaciones que permiten la
simplificacion de simbolos de agrupacion, siguiendo un orden para las mismas.

En el Capitulo IV, se fundamenta la razén de ampliar los conjuntos numéricos conocidos, dada la imposibilidad de poder
determinar las raices pares de numeros negativos, lo cual fundamenta la entrada de los Numeros Complejos. Se revisa la
representacion binomica de los complejos, sus operaciones y calculo, la definicién complejos conjugados, el médulo y su
representacién en la recta numérica.

En el Capitulo V, se presenta lo relativo al concepto de ecuacion e inecuacion. En su estructura se presentan conceptos de
importancia para la definiciéon tanto de ecuaciéon como de inecuacion y las formas mas usuales para resolver de las mismas,
dada la clasificacion lineal y cuadratica; asi también, se presenta el denominado sistema de ecuaciones lineales con mas de
una incognita y los principales métodos que permiten determinar los valores de dichas incégnitas.

El Capitulo VI, corresponde a matrices desarrollandose las operaciones con matrices como: suma, diferencia, multiplicacion
por un escalar de una matriz y multiplicacién de matrices; luego de haberse definido y denotado una matriz, asi como también
una pequefa clasificacion de la amplitud representada por las mismas.

El Capitulo VII, trata sobre la definicion de triangulo para tener una concepcion sobre trigonometria, sus razones trigonomé-
tricas, sus funciones y valores usuales en la resolucién de problemas.

El Capitulo VIII, se dedica al estudio de las sucesiones y progresiones, donde se determina los conceptos de sucesion y
término general, centrandose especificamente en las progresiones aritméticas y las geométricas. También analizaremos la
aplicacion de las progresiones, que permitira al estudiante que tipo de progresion utilizar acorde a la necesidad del problema.
En el desarrollo de cada capitulo se presentan ejemplos resueltos que ilustran los contenidos expuestos, asi como los
procedimientos de calculo y las principales interpretaciones vy justificaciones del trabajo; al final de cada epigrafe y de cada
capitulo se propone a los estudiantes una serie de actividades (incluyendo tres talleres) que integran lo cognitivo y lo pro-
cedimental, contribuyendo con su realizacion al desarrollo de las habilidades y competencias necesarias para la asignatura.
La bibliografia al final de la obra permitira a profesores y estudiantes realizar, si asi lo desean, una ampliacién de los temas
planteados.

En el disefio de cada pagina, se puede advertir lo abierto y lo ordenado, a través de los distintos tipos y tamarios de letras,
cuadros e identificadores de situaciones concretas; para que el estudiante pueda distinguir de manea clara, los titulos de
subtitulos, una seccion de otra, ejemplos y soluciones, conceptos relevantes en el texto, ejercicios propuestos y talleres.
Tenemos la plena confianza que el libro que presentamos contribuira a cumplir el objetivo educativo para el que fue creado, a
su vez que agradecemos profundamente a todos aquellos, profesores y estudiantes, que nos hagan llegar sus observaciones
en razon de mejorarlo.

Los Autores.
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1.1 ELEMENTOS DE LOGICA

En el presente capitulo solo abordaremos los fundamentos de la logica clasica bivalente y se dan elementos
relacionados con la l6gica matematica, lo que permitird la mejor comprension de los teoremas, y en general un me-
jor trabajo con las proposiciones matematicas.

La palabra l6gica proviene del griego “logos™ que significa idea, palabra, razon, razonamiento. La logica no
resulta imprescindible para pensar, pero contribuye a que el pensamiento se acerque mucho mas a la realidad.

La logica es la ciencia que estudia el pensamiento desde el punto de vista de su estructura, es decir se ocupa
de las formas logicas del pensamiento, por ello que se denomina en ocasiones logica formal.

Como formas logicas del pensamiento se consideran:

B e | e

CONCEPTOS Formas de reflejar los objetos o clases de objetos.

JUICIOS Formas de relacion entre los objetos.

RAZONAMIENTOS Formas de obtener un conocimiento nuevo inferido
a partir de otro.

El estudio de las leyes de la 16gica habita a encontrar el sentido exacto de las palabras y oraciones empleadas
para expresarse, ayuda a descubrir errores y a comprobar el propio pensamiento cuando se obtiene un conocimiento
inferido mediante una demostracion.

La légica clasica bivalente se basa en cuatro leyes fundamentales que exponemos a continuacion:
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Ley de Identidad Todo juicio es idéntico a si mismo

Ley de Contradiccion En dos juicios, uno donde se niega algo sobre algo y en
otro donde se afirma algo sobre lo mismo que se negd
anteriormente en un mismo tiempo, no pueden ser ver-
daderos simultaneamente.

Ley del Tercero Excluido Un juicio es verdadero o es falso, no cabe otra alterna-
tiva.
Ley de la Razén Suficiente Para aceptar un juicio como cierto, este ha de ser dem-

ostrado mediante los conocimientos establecidos por la
ciencia que se trate y por las leyes de la 16gica.

1.2 JUICIOS, PROPOSICIONES, PROPOSICIONES MATEMATICAS

1.2.1 Juicio: Podemos considerar que un juicio no es mas que un pensamiento donde se afirma o niega algo sobre
algo.

Los Juicios, segiin su contenido expresan deseos, ordenes, preguntas, entre otros.

EJEMPLO 1

Son juicios:

a) Todo hombre es mortal. (Juicio atributivo, categérico o simple)

b) Ningln triangulo es un cuadrado. (Juicio atributivo, categorico o simple)

¢) Hay un niimero natural menor que todos los demas. (Juicio existencial)

d) En el departamento de matemética hay mas profesores que profesoras. (Juicio de relacion)

Llamaremos VALOR DE VERDAD de un juicio a las categorias VERDADERO O FALSO, segtn el juicio
se ajuste o no a la realidad.

De acuerdo a la ley del tercero excluido, mencionada anteriormente, un juicio es verdadero o falso, y no cabe
otra alternativa.

La logica se interesa por el juicio declarativo cuyo contenido permite determinar si es verdadero o falso.

1.2.2 Proposicién: Una proposicion no es mas que un juicio, es decir es una oracion o frase donde se afirma o niega
algo sobre algo.

Su valor de verdad se caracteriza al igual que los juicios por ser VERDADERO O FALSO.

Una proposicion es todo juicio declarativo, del cual se puede decidir si su contenido es verdadero o falso;
excluyendo la posibilidad que sea simultineamente verdadero o falso.
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EJEMPLO 2

Son proposiciones los juicios presentados en el ejemplo 1.
No son proposiciones:
jHola!

(Qué hora es?

1.2.3. Proposiciones matematicas.

Una proposicion matematica es simplemente una afirmacion o negacion de propiedades de entes matematicos
y relaciones, interacciones, nexos, dependencias, entre estos, que tiene un valor de verdad.

Las proposiciones en general se simbolizan por las letras minuasculas, p, g, 1 ..

Para representar proposiciones, la légica proposicional utiliza las letras minusculas: p, q, 1, s, t,... A estas
letras se les denomina variables proposicionales. Cada una de ellas representa un enunciado.

EJEMPLO 3

Son proposiciones matematicas:
a) p: La suma de los 4ngulos interiores de un triangulo es igual a 180 °
b) q: 6 es un nimero primo

Las proposiciones pueden clasificarse en simples o compuestas, atendiendo a la siguiente division:
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CLASIFICACION DE LAS PROPOSICIONES

Proposiciones Simples: No pueden descomponerse en proposiciones mas el-
ementales y su valor de verdad se infiere directamente
del conocimiento de los conceptos que en ella intervi-
enen y las relaciones ya establecidas.

Proposiciones Compuestas: Si a partir de proposiciones simples formamos enlaces
de proposiciones, utilizando los llamados conectivos
logicos:
no
0
y. .
ni...ni
Si...entonces...

Si y solo si,

Se obtienen las llamadas proposiciones compuestas
cuyo valor de verdad depende tanto del tipo de conec-
tivo logico empleado, como de los valores de verdad
de las proposiciones que intervienen.

EJEMPLO 4

Son proposiciones simples, las presentadas en el ejemplo 3.
Son proposiciones compuestas:

a) p: 2 €s un nimero par y primo

b) q: 12 es un namero par o impar

¢) Si a es un nimero primo entonces a es impar

d) Un nimero a es primo si y solo si a es impar

1.2.4 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Indique si los siguientes enunciados corresponden o no a proposiciones. En caso de ser una proposicion indique
su valor de verdad

a)3+8 =11
b) Ayudenme, por favor

c) Existe una solucion entera para la ecuacion x+3 =6

d) Las mesas son rectangulares

e) El estudio de la l6gica es importante

f) ;Como estas?

g) La raiz cuadrada de cualquier nimero real esta perfecta-
mente definida.

h) Hasta luego
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2.- Escriba cinco proposiciones matematicas.

3.- Escriba cinco no proposiciones.

4.- En un curso estd matriculado José y todos los estudiantes de ese curso rinden una evaluacion de matematicas. Al
dia siguiente el profesor en vez de dar todas las notas dice que los reprobados son Ratl y Pedro. ;José esta aprobado
en esa evaluacion? ;Qué ley logica se aplica aqui?

1.3 OPERACIONES LOGICAS CON PROPOSICIONES.

1.3.1 Generalidades

Operacion Logica: Los enlaces de dos o0 mas proposiciones empleando los conectivos 16gicos y que como resultado

se obtiene una proposicion tnica se denomina operacion ldgica con proposiciones.

Consideramos también el proceso de negacion de una proposicidn como una operacion logica y para su estudio
clasificaremos la proposicion resultante como una proposicion compuesta.

Mediante el siguiente cuadro guia, presentamos un resumen de las operaciones logicas con proposiciones para el
caso en que intervengan una o dos proposiciones destacando en el la simbologia que utilizaremos, y que posterior-
mente las definiremos atendiendo a su valor de verdad.

Sean p, q dos proposiciones simples:

Nombre de la Operacion | Proposiciones que Inter- Escritura Simbologia
Légica vienen
p

Negacion p no p ~p
Disyuncion P> q poq pvq
Disyuncién exclusiva P> q p 0 q, pero no ambos pvq
Conjuncién P q PYq |
Conjuncidn negativa P> q Nipniq P q
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Condicional P> q Si p entonces q P q
Bicondicional P, q P siysolo siq P q

1.3.2 Tablas de Verdad para cada una de las operaciones logicas.

Tabla de Verdad: Una tabla de verdad es una matriz, que nos permite resumir el resultado de las operaciones
logicas entre proposiciones.

Si n es la cantidad de proposiciones que intervienen en una cierta operacion logica, entonces la cantidad de
combinaciones posibles sera 2n

Detallaremos ahora cada una de estas operaciones ldgicas representdndolas mediante una matriz o tabla de
verdad, donde los valores de Verdad son Verdadero (V) o Falso (F). En algunos casos se acepta plantear que se
simbolicen los valores de verdad de la siguiente forma:

Verdadero: 1)
Falso: 0)

1.3.2.1 Negacion

La negacion de una proposicion p, simbolizada por ~p (no p) es otra proposicion, que es verdadera si p es
falsa y falsa si p es verdadera.

Como en el caso de la negacion interviene una sola proposicion, entonces la cantidad de combinaciones o
casos posibles serd de:

21=2

Asi la tabla de verdad de la negacion sera:



Y aplicando la otra simbologia seria:

00000 0 |

1.3.2.2 Disyuncion

La disyuncion entre dos proposiciones p, q, denotada por (p v q) (p o q), se define con relacidn a su valor de
verdad de la siguiente forma: su valor es verdadero si al menos una de las proposiciones que intervienen es ver-
dadera.

Opuesto a como se utiliza en la vida diaria, la disyuncion “o “ tiene en 1dgica un caracter inclusivo, es decir p
o0 q es verdadera, incluye el caso en que ambos proposiciones sean verdaderas simultaneamente.

De lo anterior resulta la tabla de verdad para la disyuncion que para el caso de dos proposiciones encontrare-

1.3.2.3 Disyuncion Exclusiva

La disyuncion exclusiva entre dos proposiciones p y q denotada por p v q, se define como verdadera si las
proposiciones que intervienen p, q, tienen diferente valor de verdad.
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1.3.2.4 Conjuncion

La conjuncion entre dos proposiciones p y q, denotada por p g, es verdadera solo en el caso que sean verdad-
eras ambas proposiciones simultdneamente y falsa en cualquier otro caso.

\4 \4 F
\4 F \4
F \4

1.3.2.5 Conjuncion negativa

La conjuncién negativa de dos proposiciones p, q, denotada por p | q, es verdadera unicamente cuando am-
bas proposiciones son falsas y falsas en cualquier otro caso

1.3.2.6 Condicional

La implicacion o condicional es a no dudarlo una de las mas importantes operaciones ldgicas entre proposi-
ciones, ya que en el estudio de la Matematica, una gran parte de los teoremas pueden ser expresados en forma de
implicacion o condicional.

Sip, q, son dos proposiciones, la proposicion compuesta p — q (p implica q) puede expresarse también como:

a) Si p entonces q

b) P es suficiente para q

¢) Q es necesario para p

d) P es la premisa o antecedente, q es la tesis o conclusion

La implicacion o condicional es falsa solo en el caso que p (premisa) sea verdadera y q (conclusion) sea falsa.,
y en todos los demas casos resulta verdadera.

La tabla de verdad correspondiente, se expone a continuacion:
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EJEMPLO 5§

Sean las proposiciones:

p: El tridngulo ABC es equilatero
q: El tridngulo ABC es isosceles

Interpretemos que significa p <> q
a) Si el tridngulo ABC es equilatero entonces el triangulo ABC es isdsceles
b) Triangulo ABC equiléatero implica tridngulo ABC isdsceles
¢) Que el triangulo ABC sea equilatero es suficiente para que el tridngulo ABC sea isosceles
d) Que el tridngulo ABC sea isOsceles es necesario para que el tridangulo ABC sea equilatero.

1.3.2.7 Bicondicional o equivalencia

La equivalencia o bicondicional resulta ser, al igual que el condicional, una operacion logica de mucha impor-
tancia, para el tratamiento de teoremas matematicos.

Sean p, q dos proposiciones. La proposicion compuesta denotada por p«>q , puede expresarse como:
a) p siy solo si q (en algunos textos encontramos p si q)
b) p es necesario y suficiente para p

¢) q es necesario y suficiente para p.

La equivalencia o bicondicional es verdadera en el caso que lo sean simultineamente la implicacion p — q
y 9—=p.

Vamos a confeccionar la tabla de verdad, basados en la afirmacion anterior:

Podemos comprobar entonces que la equivalencia p«>q es verdadera, solo en el caso que ambas proposicio-
nes tengan el mismo valor de verdad, es decir:
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EJEMPLO 6
Sean:

P:x=0
Q:x2=0

Interpretemos el significado de p — q

a)x=0siysolosi x=0

b) x= 0 es una condicion necesaria y suficiente para que x =0
¢) x =0 es una condicion necesaria y suficiente para que x =0
1.3.2.8 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Sean las proposiciones:

p: hace frio
q: esta lloviendo

D¢ una frase verbal sencilla que describa cada una de las siguientes proposiciones:

2.- Sean las proposiciones:

r: es el estudiante
s: el esta en clases

Escriba cada uno de los siguientes enunciados en forma simbolica, utilizando r y s.

b) El es estudiante y no estd en clases. |

d) El ni es estudiante ni esta en clases.

f) No es cierto que el no es estudiante o el no esta en
clases.
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h) Si los cuadrados tienen tres lados, entonces los tridn-
gulos tienen cuatro lados.

3.- Conteste y justifique su respuesta:

a) Si p A q es verdadero. ;p es verdadero?

©) Si p es verdadero. ;p A ~p serd verdadero? I

€) Si ~(p v ) es verdadero. ;p * q es verdadero? |

8) ip v p, es siempre verdaderot I

i) Si q es verdadera, ;Podemos concluir que p v qlo es? _

k) Sip / g es vilido entonces ;p v g es vilido? |

m) Sip*qesverdadera ySerpverdaderar | |
0) Sip > ges verdadera, entonces sqesverdadera? | |
) Si~pentonces ;p > qesverdaderor |
5) Siqes verdadera, entonces ;p > qlosersz | |

u) (p ¥ q) > resvalido, ~r valido y q falso. ;p es falso?

4.- Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones mediante la construccion de cada una de las
tablas de verdad.

a)[(pr(p>ql—>q

9 pva—>(p*r) |

&) [(pe>1)v(~qvn]vIp*q->pvq]
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5.- Dada la proposicion:

[(PrYVvPAD]>[(P AN (pV~1)]

Diga cudl es el valor de verdad para cada uno de los siguientes casos:

a) p falso, q falso, r falso

b) p falso, q falso, r verdadera

¢) p verdadero, q falso, r verdadera

6.- Para los problemas siguientes considere:

p: 2 divide a 10
q: 8 es multiplo de 3
r: 17 es un nimero primo.

Observe que p y r son verdaderas, pero q es falsa. Escriba las siguientes proposiciones en forma simbolica y
determine en cada caso si la proposicion es verdadera o falsa.

a) 2 divide a 10 y 8 es mdltiplo de 3
b) 8 no es multiplo de 3

c) 8 es multiplo de 3 y 17 es un numero primo o 2 no
divide a 10

d) 2 no divide a 10 ni 17 es un niimero primo

e) Si 2 divide a 10 y 8 no es multiplo de 3, entonces ni 2
divide a 10 ni 17 es un numero primo

1.4 CLASIFICACION DE LAS PROPOSICIONES COMPUESTAS ATENDIENDO A SU VALOR DE
VERDAD.

1.4.1 Tautologia

Si una proposicion formada a partir de ciertas proposiciones dadas, sin importar su valor de verdad, es siempre
verdadera, se dice que esa proposicion es una tautologia.

EJEMPLO 7

Probar que la proposicion p = ( p v q) es una tautologia.

Construyamos la tabla de verdad correspondiente, compuesta por cuatro alternativas.

p q pvgq p—(@VQ
\% \% \% \%
\% F \% \%
F \% \% \%
F F F \%
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1.4.2 Contradiccion

Si una proposicion formada a partir de ciertas proposiciones dadas, no importa su valor de verdad, es siempre falsa,
se dice que esa proposicion es una contradiccion.

EJEMPLO 8

Probar que la proposicion (p A q) A (~p A ~q) es una contradiccion.

Construyamos la tabla de verdad correspondiente.

p q ~p ~q ptq ~p " ~q P"q"*Cp"~q)
A A F F \Y4 F F
A F F \Y% F F F
F Y4 \Y4 F F F F
F F Vv A4 F A F

A Comprueba utilizando los ejemplos anteriores que:

* Lanegacién de una tautologia es una contradiccion.
* Lanegacion de una contradiccion es una tautologia.

1.4.3 Dependiente o sintética
Una proposicion es dependiente o sintética cuando no es ni tautologia ni contradiccion, es decir cuando toma

valores de verdad, verdaderos en algunos casos y falsos en otros, dependiendo de los valores de verdad de las
proposiciones que la componen.

EJEMPLO 9

Probar que la proposicion q v (r A s) es una proposicion dependiente o sintética.

-
>
7]

qv(r”s)

mimEimiE|<|I<l<|I< e
mlim << |mlm<|< |~
i<l < ]|«
sl ool ool el Kool Kool ool Boe
b < << <
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1.4.4 Proposiciones légicamente equivalentes

Dos proposiciones son logicamente equivalentes si al desarrollar el bicondicional entre ellas, se obtiene una
tautologia.

Si H y G son dos proposiciones l6gicamente equivalentes, se simboliza por:

H=G.

A Probarque (pvq)= ~(~p~~q)

1.4.5 Reciproco, contrareciproco y contraria de una implicacion

Sia partir de la implicacion p = q, podemos formar , la implicacion q - p esta Ultima recibe el nombre de
implicacion reciproca de p — q, con la caracteristica que no necesariamente sera una implicacion verdadera y que
en general no seran logicamente equivalentes las proposiciones p>q y q-=>p

Ahora, si de la implicacion p > q, formamos la implicacion ~q > ~p, llamaremos a esta tltima contrarecipro-
co de la primera con la caracteristica que ambas implicaciones son logicamente equivalentes, es decir: p >q =

~q > ~p,

Por ultimo la contraria de la implicacion p - q, resulta ser ~p > ~q, que en general no se cumple si se cumple
p > q, por lo que ambas proposiciones no son légicamente equivalentes.

Podemos resumir lo tratado utilizando la siguiente grafica,

g==p RECIFROCA

IMPLICACTION

=g ==,
CONTRARECIFREOCA
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1.4.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Determine si las siguientes proposiciones son tautologias, contradicciones o son dependientes.

a)~(pvq «<>~p N~q
b)p>(pvy

A)(p~>q<«>(pP"~q)

d) [(~pvp)v(qv~q)] " (~p)

e©(p*q Mpvyq

)[pvgr p>gr(q—>s)] > (rvs)

2.- Comprobar, mediante sus tablas de verdad que las siguientes proposiciones con légicamente equivalentes:
a)(p~>q =(~pvaq)

D)pve =@Evd [~/ 9]

p~> @ rD=[P->9 " (p A1)

D> a=0p>q

)(Ppva “p =~(~p—>q)

3.-Trabajamos con la implicacion p - (p v q) y elabore las tablas de verdad de la reciproca y la contrar-
reciproca y compare los valores de verdad con la implicacion dada.

4.- Dado el teorema T: Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

a) Escribe T de la forma “Si p entonces q
b) Escribe el teorema reciproco y el contrareciproco y analiza el valor de verdad de cada uno de ellos.

5.- Sea el teorema D: “La suma de los cubos de tres nimeros naturales consecutivos es siempre divisible por
9.

a) Enuncie el teorema D de la forma “Si p entonces q”
b) Determine los teoremas reciproco, contrareciproco y contrario y establezca su valor de verdad.

6.- Considere el conectivo * definido por la siguiente tabla de verdad:

| << e
< |l < e
=
<|<|<|™H]| =
=)

p *q : p incompatible con q
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a) Determine la proposicion:

[(P>qvql<>[(p"~q) *(~q)]

1.5 LEYES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES

Presentamos las siguientes equivalencias logicas que se consideran como Leyes; se las utiliza para simplifi-
car proposiciones compuestas y demostrar otras equivalencias 16gicos, asi como para desarrollar habilidades en el
manejo de conectivos 16gicos.

Para su estudio las hemos clasificado en los siguientes grupos:
1.5.1 Leyes

Leyes de Idempotencia

PP =P

pvp = p

Leyes Asociativas

(P rqrn) = pr@rn) =M QArr
(P vavry) = pv(@Vvn =@V QvVr

Leyes Conmutativas
prq=q”p

pvq=qvp

Leyes Distributivas
pr(@vn =@ " q Vv (pr)

pv@rn =@ vy " (pvr)

Leyes De Morgan
~(prq =~pv~q
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~(pvq = ~pr~q

Leyes de Complemento

pv~p =V
pr~p = F
~V =F
~F=V
~(~p) =p

Leyes de Identidad
prV =p
pvV=V
pAF=F

pvF=p

Absorcion
PA(pv@=p

Pv(prq)=p

Condicional

p—>q=-~pvq

Bicondicional

p<>q=(p->9"(@~>p)

Contrareciproco

p—>q=~q-> ~p,
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1.5.2 Aplicacion de las leyes a demostraciones.

EJEMPLO 10

Demostrar que:

~(pvq v(~p~rq) = ~p

Solucion:

~(pvq v(~p"q)

Condicion Inicial

~pr~@Vv(~prq) De Morgan
~p A(~qVvq) Distributiva
~p AV Complemento
~p Identidad
EJEMPLO 11

Simplificar:

p—~>(qVvp)

Solucion:

p—>(qvp) Condicion Incial
~p v(qVvp) Condicional

~p VvV qvp Asociativa
~pVpVvq Conmutativa
(~pvp)vq Asociativa

Vvgq Complemento

Vv Identidad

1.5.2 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Demuestre que:
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a)~p>q=p *~q

b~p =pvgq

¢)~p<>q=(@ *~q v(Q"~p)
PV~ r(~rvp)=pVv ~(qVT)
e)pva~>r=pP->1"(Qq ~>71)

Hp p=~p

Ql~evav(~prq] =~p

hy~@Pva *"~p=~(~p>q
D~pPvy =Cpr~9vprq
Dp>~q =q>~p

K[(pr~q)—>r1] =[~pv(qvr)]
Dp<>a) 7 q = ~(p->q
m)(p<>q=@Pva > q
npErgQ->1r=(PE->0v(q o)

o) p>(@->nN=@P"~1)->~q
p)p>@"r1)=P>9 "1
D~PeoP=(~poq=@e ~q)

2.- Demostrar que las siguientes relaciones son implicaciones légicas: (Para demostrarlo se deben realizar
las transformaciones correspondientes aplicando las leyes estudiadas, hasta llegar a la conclusion que es
verdadera (V) la implicacion).

) [(~pvarpl—>q

b)(pvar~p)> q

3.- Simplificar las siguientes expresiones:
a) pv(p”q

b)(~pvar(~qV~p)
)(Pra)—>~p~q

d)~(@vp) "~(pVve

40



e)(p<>q~>{P~>9q
Hle—>a>r]*(~q" p)
9IP~>a " (~qvp)]lvI(~q—>p)v~p]
h[(p—>aq"~q] >p
D(~pvav(~qVv~p)
PD~@evavpr~q

Kyp—~>(qvp)

D > (~pv~q

m) p = (q VD)
n)[PrPv~qr PP valvprqrr

4.- Establecer las proposiciones asociadas a los siguiente numerales y determinar utilizando las leyes del al-
gebra de proposiciones, su valor de verdad:

a) Si estudio no perderé matematicas; si no juego basquet entonces estudio, pero perdi matematicas, por lo tanto no
jugué basquet.

b) Ana o Maria estan en Quito y si Maria esta en Quito entonces Carlos esta en Guayaquil, pero Ana no estd en
Quito, luego Carlos estd en Guayaquil.

¢) Si trabajo no puedo estudiar, pero o trabajo o paso matematicas y pasé matematicas por lo tanto estudié.

d) Si 6 es par, entonces 2 no divide a 7, 0 5 no es primo, o 2 divide a 7. Pero 5 es primo.

e) Si se tiene un tridngulo equilatero, sus lados son iguales. Si dos lados de un triangulo son iguales, dos de sus
angulos son iguales. Entonces, si el triangulo es equilatero, dos de sus dngulos son iguales.

1.6 FUNCIONES PROPOSICIONALES, CUANTIFICADORES

1.6.1 Funciones proposicionales

Hemos definido las proposiciones, como una oracion o frase donde se afirma o niega algo sobre algo, y en la que
es posible determinar sin ambigiiedad su valor de verdad. Sin embargo existe propiedades matematicas generales
que no se enuncian en forma de proposiciones sino en forma de expresiones que contienen variables y que se con-

vierten en proposiciones al sustituir estas por un valor constante perteneciente a un determinado conjunto prefijado
de antemano al que llamaremos Dominio Basico.

EJEMPLO 12

Si tenemos la expresion:
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P(n) =n* < 2n ,no es una proposicién porque no podemos determinar si es verdadera o falsa, solo hasta
después de sustituir la variable n por un nimero natural concreto.

Asi por ejemplo:
P(1)= 12 < 22 es verdadera, mientras que:
P(3)= 3? < 2} es FALSA.

Luego P (n) no es una proposicion, sino la forma comun de todas las proposiciones que se obtienen si la variable n
se sustituye por cada uno de los nlimeros naturales.

La formas proposicionales de este tipo en ocasiones son llamadas funciones proposicionales, porque a cada
elemento de su dominio basico, asocian una proposicion y se representan de la forma P (x) donde x es la variable
que se encuentra en la expresion.

Es fundamental en una funcion proposicional, sustituir la variable solo por los simbolos pertenecientes a su
dominio basico. Para otros objetos, la funcion proposicional no esta definida, de la misma forma que una funcion

numérica, esta definida solo para los numeros que pertenecen a su dominio.

En analogia con las funciones que se estudian en matematica, las funciones proposicionales pueden ser de una
o varias variables.

EJEMPLO 13

Si a es primo entonces a es impar, es una funcion proposicional con una variable

ab=0 siysolosi a=0 o b=0,esuna funcién proposicional de dos variables.

1.6.2 Cuantificadores

Partiendo de las funciones proposicionales es posible obtener proposiciones universales y existenciales, me-
diante el uso del cuantificador universal (para todo...) y el cuantificador existencial (existe...)

1.6.2.1 Cuantificador Universal

Consideremos una funcidn proposicional P (x), definida sobre un dominio basico D y tal que la proposicion P
(a) esté definida para cada a €D.

Entonces podemos afirmar que:
Para todo a € D se cumple P (a)

De la misma forma podemos expresar que:
Cada a € D cumple P (a)

P(y) paratodo y € D
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Si x € D entonces P (x)

Las variables x, a, y son arbitrarias, pudiendo sustituirse por cualquier otra sin que la funciéon proposicional
pierda sentido.

Las proposiciones de este tipo reciben el nombre de proposiciones universales.

La ultima forma empleada nos permite destacar como una proposicion universal puede adoptar la forma “si...
entonces...”, quiere decir, que puede ser expresada como una implicacion.

Cuando una proposicion es universal utilizamos el cuantificador universal, expresado en la particula “para todo” en
dicha proposicion.

En logica formal se utiliza el simbolo para expresar el cuantificador universal.
La expresion:

VxeD ,selee “Paratodo los elementos equis que pertenecen al conjunto D.
En ocasiones se escribe también:

Vx ,xeD > P(x),correspondiente a :

Si x € D, entonces P(x).

1.6.2.2 Cuantificador existencial
Consideremos ahora una proposicion P(x) definida sobre un dominio basico D, y tal que la proposicion P(a)
esté definida para algiin a € D.
Entonces podemos afirmar que:
Existe a € D tal que se cumple P(a)
De la misma forma podemos expresar:
Existeunx € D con P(x)

Existe al menos un x € D tal que P(x)

Las variables utilizadas pueden ser sustituidas por cualquier otra.

Las proposiciones de este tipo, reciben el nombre de proposiciones existenciales o proposiciones particulares.

Cuando una proposicion es existencial utilizamos el cuantificador existencial reflejado en la particula “existe”
en dicha proposicion.

En logica formal, se utiliza el simbolo a para el cuantificador existencial.

La expresion H x € D, se lee “existe un elemento equis que pertenece al conjunto D...”
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EJEMPLO 14

Sea

A={al,a2,...an}

La proposicion d x € A, tal que P(x), es equivalente a:
P(a) o P(a)o...o P(a)

Luego, demostrar una proposicion existencial, d x € A, tal que P(x), es determinar un x € A tal que P(x) sea
verdadero.

1.6.2.3 Negacion de Cuantificadores

Una de las dificultades fundamentales que se confrontan al iniciar los estudios de Andlisis Matematico, de
Matematica Superior o de Célculo, lo constituye la negacion de cuantificadores.

Estudiaremos las reglas logicas que rigen la negacion de los cuantificadores “todos” y “existe”
* Negacion de proposiciones universales

Sea la proposicion:

VxeD ,P®Xx)

La negacion de esta proposicion seria:
~[VxeD ,Px)]« dxexD, (~P(x))

Quiere esto decir, que basta probar que una proposicion universal es falsa, que al menos exista un elemento
del dominio basico dado, que no cumpla con la propiedad asignada, o sea hallar un a € D, tal que no se cumpla P(a).

Un tal a € D que hace falsa P(x), se denomina contraejemplo, por lo que para probar que:

V x €D, P(x), es falsa, basta con buscar un contraejemplo.

* Negacion de una proposicion existencial

Sea la proposicion d x € D, P(x) . Veamos que significa la proposicion:
~[dxeD,Px)]

Si A es un conjunto finito:

A={a ,a,..a}

Estudiamos anteriormente que si d x € D, P(x), significa que se cumple:
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P(a) o P(a)o...o P(a)

Esta disyuncion es falsa si y solo si:

~P(a) y ~P(a)y...y ~P(a)

Es verdadera y esto es equivalente a su vez a:

VxeD, ~P(x)

Generalizando esta equivalencia para conjuntos cualesquiera.

Si no existe x € A, con la propiedad P(x) entonces, P(a) debe ser falso para todo a € A y reciprocamente.
Por lo tanto tenemos que:

~[dxeD,P(x)] < VxeD,~P(x)

EJEMPLO 15
La proposicion:

~[dxe R,x*<0] > VxeR, ~(x2<0)Vxe R, (x*>0)

1.6.2.4 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a)VxeN(x*+2x-3 #0)
b)AxeR (x2<0)

2.- Sea U = {1, 2, 3,4} el conjunto universal. Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados.
a)VxelU, (x> +5>9)

b)VxeU, (x*-16<1)

c)dxeU, (2x+3 <6)

d)dxeU, 3x*—x =4)

3.- Halle un contraejemplo para:

B: {2,3)4,5)6,7’8}

a) VxeB, xespar
b)VxeB VyeB(x*+y? <12)

4.- Sea la funcion proposicional: x es mortal sobre el conjunto de los hombres
Utilice los cuantificadores universal y existencial en cada caso:
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a) Todos los hombres son mortales
b) Ningtin hombre es mortal

c¢) Existe un hombre inmortal

d) Existe un hombre mortal

5.- Considerando el conjunto de los nimeros enteros (Z) como universo, escriba en simbolos cada una de las
siguientes expresiones:

a) Todo nimero multiplicado por cero es igual a cero
b) Todo nimero es menor o igual que si mismo
c¢) Hay un nimero que es mayor o igual que todos los demas
d) Si x es menor que 2, entonces €s menor que cinco.
e) Hay un niimero tal que su cuadrado es igual al nimero
f) No hay ninglin nimero que sea positivo y negativo a la vez
6. En forma simbélica escriba la negacion de los enunciados anteriores.
7. Sea P(x) una funcion proposicional, definida por:
Px)=x*=1

Halle el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
a) Vx e R, P(x)
b)dx e R, P(x)
c) Vxe R, ~P(x)
d) ~(Vx eR), P(x)
e)d xeR ,~P(x)
8. Negar la siguiente proposicion:
VxeZ, (xt1#£2)
1.7 REGLAS DE INFERENCIA

Una regla de inferencia nos permite pasar de una proposicion verdadera a otra también verdadera, mientras

que de una proposicion falsa no se pueden extraer conclusiones,

Por la tabla de verdad de la implicacion:

p q P—q
\ \Y \
\4 F F
i \Y \
F F \Y




Nos damos cuenta que, si p > q es verdadera sucede que

» Sila premisa es verdadera, corresponde una conclusion verdadera
« Silapremisa es falsa, puede corresponder tanta una conclusion verdadera o una falsa.

Una regla de inferencia, es una regla que permite pasar formalmente de expresiones dadas, P, P, ... Pn, a
otra proposicion Q.

Se dice entonces que Q se infierede P, P, ... P, 0 que se deduce QdeP ,P,...P

Es usual escribir una regla de inferencia en forma de esquema, que contiene “afirmaciones superiores” y una
“afirmacion inferior”, y las reglas de inferencia expresan el paso de unas a otras.

Algunas reglas de inferencia son:

a) Modus Ponendo Ponens (M.P.P) (Modo de afirmar afirmando)

¢) Silogismo Hipotético (S.H) (Transitividad de la implicacion)

p, »>p2
p, > ps3
p-=>p .,
pl > P,
d) Doble Negacion (D.N)
~(~p)
P
e) Adjuncion (Adj.)
p p
Q q
pVvVq pAq
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f) Simplificacion (Simpl.)

AN
p
g) Adicion (Adic.)
P q
pva pva

h) Silogismo Deductivo (S.D)

EJEMPLO 16

Dadas las siguientes premisas obtener una conclusion:

p>t

p
t>s

Resolucion

t Modus Ponendo Ponens

S Modus Ponendo Ponens

EJEMPLO 17

Demostrar que:

p->~q
qV-~r

Resolucion:

p~>~q
~q > ~T Condicional

p>~r Silogismo Hipotético
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r=>~p Contrareciproco

~p Modus Ponendo Ponens.

1.7.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Complete las siguientes proposiciones:

2.- Dadas las siguientes premisas, obtener una conclusion.

a)
~p>q
~(r A p)
S>T
S
b)
p>q
~r At
~r>q
c)
~t
r>(pVs)
~tAq) >
d) ~pVq
~(~p)
S<—>q
€)
+
P q

~q>[sA(rVp)
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(qV~p)*r
s>(P~>9)

g)
p>(q~>r)
qh~r
r->S

3.- Si estudio no perderé matematicas; si no juego basquet entonces estudio, pero perdi matematicas, por lo
tanto no jugué basquet

Formulemos las proposiciones:

p: yo estudio

q: yo apruebo matematica

r: yo juego basquet
pP~>q
~T->p

Aplicando las reglas de inferencia:

p~>q

~r >p

~r>q Silogismo Hipotético
~q

~r Modus Tollendo Tollens

4.- Demostrar que los siguientes razonamientos son validos:
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2)
q->p

~P
~qAt>~8

~S

h)
tV(bVec)
~t>d
(bve)>s
~S

dvr

51



i)

~(p N Q)
~p>(q->1)
~q->s

~S
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2.1 TEORIA DE CONJUNTOS.

La teoria de conjuntos es conocida como la rama de las matematicas que estudia los conjuntos. Cuyo estudio
formal en un inicio fue presentado por el matematico aleman George Cantor en el Siglo XIX. Por otro lado, dicha
teoria es un instrumento adecuado para el desarrollo de la capacidad de anélisis del individuo; ya que facilita la
visualizacion de las interrelaciones que puedan existir entre todas las partes componentes de un problema, asi como
de cada parte con el todo.

La teoria de conjuntos es una rama de la l6gica matematica, que se encarga del estudio de las propiedades
y relaciones entre los conjuntos.

En adelante, se introducira ciertos aspectos fundamentales de la teoria de conjuntos, que serviran de base para
definir la mayoria de los conceptos utilizados: conjunto, subconjunto, entre otros, la notacion de los mismos, asi
como también algunas operaciones con conjuntos.

2.1.1 DEFINICIONES Y NOTACIONES.

En el lenguaje cotidiano la palabra conjunto es considerada en diferentes situaciones, generalmente para in-
dicar una reunioén o coleccion de diferentes cosas que forman un todo. Desde Cantor (1845-1918) un conjunto es
una agrupacion, clase, coleccion de objetos o entes de cualquier indole con o sin relacion entre ellos. Los objetos o
entes de un conjunto se les conoce como elementos.

Los elementos de un conjunto pueden representarse escribiendo sus elementos entre llaves { } o bien medi-
ante diagramas de Venn, y al conjunto se le suele indicar con una letra mayuscula (A, B, C,...) y la de sus elementos
con letra minuscula (a, b, c,...). A continuacién representamos graficamente algunos conjuntos.

EJEMPLO 1
1.- Representar el conjunto formado por nimeros impares menores que 20.
Solucion:

Mediante llaves: A= {1, 3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19}

Mediante un Diagrama de Venn:
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EJEMPLO 2:

1.- Representar el conjunto formado por las vocales.
Solucion:

Mediante llaves: B= {a, e, 1, 0, u}

Mediante un Diagrama de Venn:

Importante: Para indicar que un objeto es o no un elemento de un conjunto dado, se hace uso de los simbolos: € (se
lee pertenece a) y ¢ (se lee no pertenece a). En el caso de los ejemplos anteriores: a € A pero b ¢ A.

Generalmente un conjunto puede expresarse de dos maneras:

Por extension: Es cuando expresamos un conjunto haciendo una enumeracion de sus elementos. Estos van
separados mediante comas y encerrados entre llaves. Por Ejemplo, A={a, b, c, d, e}.

Por comprension: es cuando expresamos un conjunto sefialando una o varias propiedades que caracterizan
a sus elementos, de modo que sea posible establecer inequivocamente si cierto elemento pertenece o no a dicho
conjunto. En este caso se emplea la notacion A={x/x tiene la propiedad P} que se lee, A es el conjunto de todos los
elementos x tales que x tiene la propiedad P. Por ejemplo, el conjunto A indicado anteriormente por extension puede
escribirse por comprension de la siguiente manera, A={x/x es una de las primeras cinco letras del alfabeto}

2.1.2. Clases De Conjuntos

Se conoce como Conjunto Universal o Referencial al conjunto al cual pertenecen todos los elementos de una
situacion dada o de interés, y se denota con la letra U. Asi por ejemplo, en Geometria Plana el conjunto universal es
el conjunto de todos los puntos del plano.

Se dice que un Conjunto es Nulo o Vacio cuando no contiene elemento alguno. También podemos decir que
carece de elementos. El que suele llamarse conjunto nulo, se denota por el simbolo @ o con las llaves { }. Un
ejemplo de conjunto vacio es el conjunto de los habitantes de Ecuador que tiene mas de trescientos afios de edad,
ya que hasta la fecha no existen registros que demuestren lo contrario.

Se dice que un Conjunto es Finito cuando tiene un numero limitado de elementos. Si un conjunto es finito o

es numerable, se dice que es contable. Son ejemplos de conjunto finito: el conjunto de estudiantes pertenecientes a
la Seccion 01 de Estadistica, el conjunto de los paises de América Central.
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Se dice que un Conjunto es Infinito cuando tiene un nimero ilimitado de elementos. Si un conjunto es finito
o0 es no numerable, se dice que es no contable. Son ejemplos de conjuntos infinito: el conjunto de rectas que pasan
por un punto en el plano, el conjunto de los nimeros pares.

2.1.3 OPERACIONES CON CONJUNTOS.

Las operaciones con conjuntos son formas especificas de combinar conjuntos dados para obtener nuevos con-
juntos. Constituyen un sistema ldgico de construccion de nuevos conjuntos a partir de conjuntos conocidos.

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera:

Llamamos Unioén de A y B, escrito AV B, al conjunto formado por los elementos que pertenecen a alguno de
los dos conjuntos (sin repetir ninguno). Asi, A U B, se lee A union B.

EJEMPLO 3

Dados los conjuntos: A= {1,0,5} yB={-2,4,5,7}
Efectuar y construir el diagrama respectivo:
Solucion:

AUB= {1,0,5} v {-2,4,5,7}
AUB={1,0,5,-2,4,7}

Representacion grafica de la union de conjuntos Ay B

A B
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AUB

Llamamos Interseccion de A y B, escrito A A B, al conjunto compuesto por los elementos comunes en A 'y B. Asi:
S =A N B. que se lee: “S igual a la interseccion de Ay B”.

EJEMPLO 4

Dados los conjuntos: A= {1, 2,3,4,5,6} yB=1{4,5,6,7, 8,9}, efectuar y construir el diagrama respectivo.
Solucion:

ANB={1,2,3,4,56} A {4,5,6,7,8,9}

ANB= {4,5,6}

Representacion grafica de la interseccion de conjuntos A 'y B:
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ANB

Llamamos Diferencia de A y B, escrito A-B, Los elementos de un conjunto A que no se encuentran en otro
conjunto B. Asi: A-B. Que se lee: “A diferencia de B”.

Importante: A-B B - A (A-B no es igual a B-A)
Ejemplo 5

Dados los conjuntos: A= {1,2,3,4,5,6}y B=1{4,5,6,7, 8, 9}:

1. Determinar la diferencia de A- B.
2. Determinar la diferencia de B- A.
Solucion

1. Diferencia de A- B
A={1,2,3,4,5,6}, B=1{4,5,6,7,8,9}
A-B= {1,2,3,4,5,6}-{4,5,6,7,8,9}
A-B={1,2,3}

2. Diferencia de B- A

B=1{4,5,6,7,8,9},A={1,2,3,4,5,6}
B-A=1{4,5,6,7,8,9}-{1,2,3,4,5, 6}

B-A={7,8,0!

Con lo anterior, se puede verificar: A-B # B-A
Asi: {1,2,3} #{7,8,9}
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Operaciones con Conjuntos

Sean A 'y B dos conjuntos cualesquiera:

La Union de A y B se define por la forma:

AUB={x/xeAVxeB}

La Interseccion de Ay B se define por la forma:

ANB={x/x e AANxeB}

La Diferencia de A y B se define por la forma:

A-B={x/x e AAX ¢ B}

El complemento de A 'y B se define por la forma:

C'=x/x e UAx ¢ A}, siendo U un conjunto universal y
A algln subconjunto de él.

2.1.4 EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.-Dados los siguientes conjuntos:

A=1{1,2,34,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35}

B ={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34}

C=1{3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,35}
D = {5.10.15.20.25.30.35}
Desarrolle las operaciones:
1.B-A=

2.A-B=

3.D-C=

4.C-D=
5.BNA)U(DNC)=
6.C-D=

7.BND=
8.(BUD)N(MDNA)=
9.BNO=

10.BNC=

11.0-D=

120NA=
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3.1 DEFINICION DE NUMERO REAL.

Teniendo en cuenta que un niimero representa la expresion de una cantidad con relacion a su unidad; y que su
término proviene del latin numerus, el cual hace referencia a un signo o a un conjunto de signos. Los niimeros reales
(R) constituyen el conjunto formado por la union de los denominados nimeros racionales (Q) y los nimeros irracio-
nales (I), lo que significa, que cualquier nimero real debe ser un niimero racional o irracional. En otras palabras, un
numero que puede ser representado a través de las denominadas expresiones decimales periddicas y no periddicas.

3.2 REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS REALES.

El conjunto de los nimeros reales es posible representarlos graficamente asociandolos a los puntos de una
recta denominada recta numérica. En esta un nimero elegido arbitrariamente sera el cero, al que se le llamara ori-
gen. A la derecha del origen se define el semieje positivo y a la izquierda el semieje negativo. Eligiendo una escala
apropiada, y en base a ella, se fijan ciertos puntos que ordenadamente se corresponderan con los elementos del
conjunto (R). Al no quedar puntos vacios, se evidencia que los nimeros reales llenan totalmente la recta numérica,
quedando asi definida la recta real.O 1

Representar en la recta real al nimero: \/(2&5)

Solucién

VS = ¥3Eeas




3.3 APROXIMACIONES POR DEFECTO Y POR EXCESO DE NUMEROS REALES.

Estamos conscientes de la existencia de nimeros reales con infinitas cifras decimales. Asi que cuando se dice
\2 =1,4142 o que e = 2,71828, se esta haciendo uso de aproximaciones decimales de tales nimeros.

EJEMPLO 2

Al hacer la representacion aproximada del namero V2, consideremos segmentos cada vez més pequefios que
contienen este nimero. Los extremos de estos segmentos corresponden a niimeros decimales que se va acercando

al valor exacto de la raiz:; de esta forma, son aproximaciones de \2

1 < 2 < 2
1,4 < 2 < 1,5
1,41 < 2 < 1,42
1,414 < 2 < 1,415

De la disposicion de los nimeros se puede observar que los extremos de la izquierda (1; 1,4; 1.41; 1,414;...)
son valores menores que \2 , mientras que los de la derecha (2; 1,5; 1,42; 1,415;...) son mayores.

Las aproximaciones que son menores que el valor exacto se denominan aproximaciones por defecto y las que
son mayores, aproximaciones por exceso.

El nimero de cifras decimales de la aproximacion elegida determina su orden de aproximacion.

Asi, si se toma 1,4 como aproximacion de \2 , se dice que el orden de aproximacion es el de las décimas, o

que se ha aproximado \2 hasta las décimas.

Se dice que un niimero “a” es una APROXIMACION POR DEFECTO de un niimero real “x” si “a” es
menor que “x”.

Se dice que un niimero “a” es una APROXIMACION POR EXCESO de un niimero real “x” si “a” es
mayor que “x”.

Regla préctica para aproximar un niimero por redondeo:

. Observar la cifra a redondear.
Si la cifra es menor que 5, se realiza la aproximacion por defecto, se conserva la ultima cifra.

Si la cifra es mayor o igual a 5, se realiza la aproximacion por exceso, aumentando en una unidad la

ultima cifra que se conserva.
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EJEMPLO 3

CIFRA APROX. DECIMAS | APROX. CENTESIMAS | APROX. MILESIMAS
4,735286 4.7 4.74 4.735
1,318942 1,3 1,32 1,319

3.3.1 EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Representar en la recta real los siguientes niimeros reales:

a) 29/12
b) -¥s
c)-5,63
d) -\5
e)e

f) 0,666
2)"V(-85)

2.- Determinar \8 , y escribir las mejores aproximaciones por defecto y por exceso en el orden siguiente:

Aproximaciones por Defecto

Aproximaciones por Exceso

Décimas Décimas
Centésimas Centésimas
Milésimas Milésimas

3.- Tomando como referencia el cuadro anterior, escribir la mejor aproximacion por exceso y por defecto de

las siguientes cantidades:

4,75489

6,56598

0,54895

1,69456

5,424851

9,31759

3,13474

7,469592

4.- Calcular dos aproximaciones en el orden d las centésimas a los niimeros:

a) 22,222 b) 29/12

3.4 OPERACIONES CON NUMEROS REALES.

c) 3/17 d)2,151. ;Cudles representan aproximaciones por exceso y cuales por defecto?

En el conjunto de los niumeros reales se pueden distinguir dos operaciones basicas, denominadas adicion y
multiplicacion; las cuales poseen propiedades andlogas a las de la adicion y multiplicacion con nimeros racionales,
reflejadas en los siguientes cuadros:
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Conmutatividad
Xty = y+x

Asociatividad
x+H(y+z)=(x+y)+z

Elemento Neutro
El namero real 0 verifica: x+0=0+x=x

Elemento Opuesto
Dado x, existe un nimero real —x tal que: x+(-x)=(-x)+x=0

Conmutatividad
X.y = y.X

Asociatividad
X.(yz)=(xy).z

Elemento Neutro
El nimero real 1 verifica:x.1=1.x=x

Elemento Inverso
Dado x#0, existe un niumero real 1/x tal que: x.( 1/x )=( 1/x ).x=1

Distributividad de la multiplicacion con respecto a la adicion:
X.(ytz) =x.y + x.z

Dada las propiedades anteriores, se pueden deducir otras operaciones y formulas que son consecuencia de
las mismas como el caso de los productos notables. Asi también a partir de la adicion y la multiplicacién,
pueden definirse las operaciones de sustraccion (x-y) y de divisiéon x/y para todo (y#0) de dos nimeros
reales x,y.




Las operaciones con nimeros reales utilizando simbolos de agrupacion como: (), [ ]y { }; permiten determi-
nar soluciones, teniendo en cuenta un orden para desarrollar dichas operaciones. En este sentido, se inicia resolvi-
endo la o las operaciones encerradas en el paréntesis, seguidamente las dispuestas en los corchetes, y por ultimo las
que se encuentran entre llaves. Ello no es mas que la simplificacion de simbolos de agrupacion.

En los siguientes ejemplos se ilustrardn operaciones con numeros reales, simplificando simbolos de agrupa-
cion:

EJEMPLO 4

1.- Obtenga el valor de:

a)7-10(3+5-8)-[3-2(2-3)]-[6-3(4+1)]

Solucion:

Observe con atencion: 7-10(0)-[3-2(-1)]-[6-3(5)]
7-0-[3+2]-[6-15]
7-0-[5]-[-9]
7-0-5+9
16-5
11

b)

3 5 3 8 1
_3+{_Z '['2+§'(§ 'Z)]'g § =

3+ 3 . 5 3-16 L g | oaréntes:
{-Z-[_ 5-( g )]'E}_ m.c.m = & en el paréntesis
3 5 -13 1
B {-S o[- 24 - (—)]-=1=
gl 5 (=g
_3+{-§-[-2+§+£)]-1}= m.c.m = 8 en el corchete
4 2 8 6
3 _-16+20+13 1
e VIR S kit At O (B R
gl < -2

3 -16+20+13 1
e S A bbb I R
{ 1 [ 2 )] 6}
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3 -16+33 1

e S o=
{4[ 2 )] 6}
3 17 1
_3+ - — - — - — =
{ 1 [8)] 6}
-3+{-§-£-l}= m.c.m = § en el corchete
4 8 6
18-51-4
_3+ - — =
{ Y H
-73
N SR B
{24 }
_3_7_32
24
-72-173
24
- 145
24
c)
0,5x2+0.6+0.03+0.4
0.008 +~ 8
Solucion:

(1+20+0.4)/0.01
(1+20+0.4)/0.01
21.4/0.01

2.140

3.4.1 EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Obtenga el valor de:
a)5-4(2+6-10)-[7-3(2-3)]-[6-5(4+2)]
b)4-6(3+5-17)-[12-9(16-5)]1-[7-4(7+1)]
€)9-7(2+8-18)-[1-2(5-3)]-[6-3(4+1)]

d)7-8(3-5-8)-[3+2(6-3)]-[7-3(4-1)]
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O -5t -To[-THE(5-0)1- 2 )=

n. 3,12 6 5 8. . |1
4 5 5 2 4775

1 3 5 3 3., 3
9. - [242-(2-1-2)]-21=
PR s )14/

i) 0.005 x 20 +0.61 +0.03 +0.43
0.06 -6

j) 0.569 x 3 +4.25+0.5+7.04
0.008+8+0.1+0.1-0.001

K) 4+ /5 +0.06+3.6383
4x0.01+3x0.001

1) 27x2+0.6+0.06+8.236
€
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4.1 INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

El estudio de los conjuntos numéricos nos ha llevado a la necesidad de ir ampliando sucesivamente los mis-
mos, debido fundamentalmente al hecho de interés practico de poder definir algunas operaciones en el conjunto
ampliado que no eran posibles definir en el anterior.

Por ejemplo el conjunto de los nimeros enteros (Z), surge de la necesidad de poder efectuar en todos los casos
la sustraccion, ya que en el conjunto de nimeros naturales (N), solo es posible realizarla cuando el minuendo es
mayor o igual que el minuendo (si consideramos al cero como un niimero natural).

De la misma forma los nlimeros fraccionarios permiten efectuar la division en todos los casos (excepto cuan-
do el divisor es cero), y los nimeros reales se completan para poder medir cantidades no racionales como la diago-

nal del cuadrado de lado uno; esto ultimo es equivalente a la solucion de las ecuaciones x2 = a, donde a no es un
cuadrado perfecto. El problema se resuelve afiadiendo, un nuevo conjunto numérico el de los nimeros irracionales.

EJEMPLO 1

1.-Determine el dominio numérico mas reducido al que pertenecen los niimeros siguientes:

€ al conjunto de nimeros racionales (Q), ya que puede
expresarse como el cociente entre dos enteros.

€ al conjunto de los niimeros racionales (Q), pues se
expresa como una expresion decimal finita.

Todos los nimeros anteriores pertenecen también, como conjunto mas amplio al conjunto de los nimeros
reales (R).

Podemos hacer entonces los siguientes cuestionamientos:
(Existen problemas de sentido practico que conduzcan a la necesidad de crear nuevos niimeros?

(Existe alguna operacion que no ha podido ser resuelta en el dominio de los nimeros reales?

También recordaras que al estudiar las ecuaciones de segundo grado ax* + bx + ¢ = 0, aplicando la formula:
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Entonces, la introduccion de nuevos niimeros, llamados NUMEROS COMPLEJOS, (C) est4 plenamente
justificada para poder dar significacion, en general, a la raiz par de un nimero negativo, quiere decir para resolver
un problema de orden practico que no puede ser resuelto en el Conjunto de Numeros Reales.

Comencemos definiendo un elemento que denotaremos por 1y que satisface:
iZ=-1

A este elemento le llamaremos unidad imaginaria, y admitiremos que con ¢l se puede operar siguiendo las
reglas de los numeros reales, teniendo en cuenta la condicion enunciada.

Una vez definida la unidad imaginaria, enunciaremos la definiciéon de nimeros complejos.
Un nimero complejo es un niumero de la forma a + bi, donde:

ay b : numeros reales ,
i : unidad imaginaria.

A esta expresion a + bi, se llama nimero complejo, expresado en forma binomica, donde a se llama parte real
y b se llama parte imaginaria. El conjunto de Numeros complejos es denotado por C.

EJEMPLO 2

Calcular:

a)V-16

Solucién: V-16 =162 = =+4i, puesto que > = -

b) 2 + 6i, es un niimero complejo dado en forma bindmica, donde 2 es la parte real y 6 la parte imaginaria.

¢) Un numero complejo a + bi, donde b= 0, es un numero real. De ahi que los nimeros reales constituyen un sub-
conjunto de los nimeros complejos, cuando la parte imaginaria es igual a cero.

d) Los niimeros complejos a+bi, con b # 0, reciben el nombre de nimeros imaginarios. 7+4i es un nimero imagi-
nario.



e) Los nimeros complejos a + bi con a = 0, reciben el nombre de nimeros imaginarios puros. Asi 0+ 3i =3i, es
un numero imaginario puro.

4.2 IGUALDAD DE NUMEROS COMPLEJOS

Es importante definir la igualdad entre dos nimeros complejos:

EJEMPLO 3

1.-Determine x, y , si (x+2) +3i=-1+(y* +2y)i

Solucién: Por la definicion de igualdad de nimeros complejos, debe cumplirse que:

X+2=-1 y 3=y* +2y
=23 y y2 +2y-3=0
(y+3)(y-1)=0
y=-3 o y=1
Asi, x =3, mientras que 'y =-3 o y=1.
4.3 OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS
Definiremos ahora las principales operaciones con numeros complejos:

Sia + bi, ¢ + di son dos nimeros complejos, entonces las siguientes operaciones estan definidas:

a) Adicion (at+bi)+(c+di)=(atc)+(b+d)i

¢) Producto (a+bi) (c+di) =ac+adi+bci+bdi2

= (ac—bd)+ (ad+bc)i
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EJEMPLO 4

1.-Efectuar las siguientes operaciones con numeros complejos:
a)(2+3i)+(3-20)

Solucién: (2 + 3i) + (3-2i) = (3+2)+(32)i = 5—i

b) (2 +3i) (3 +4i)

Solucion:

2+30)(3+4) =6+8+9i+127
=6+17i +12(-1)
=6+17i-12

=-6+17i
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o) (2+3i)
(3+4i)

Solucion: Aplicando la definicion de division de numeros complejos, tenemos:

(2+31) _2(3)+3(4) .\ 3(3)_2(4)1'

(3+4i) 3+ 4 3+ 47

18 9-8.

25 25

18 1.
=—+—1I
25 25
4.3.1 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Determine la parte real y la parte imaginaria de los siguientes numeros complejos:
a)6+ 21
b) 12i - 8
c)i

d) 2+5i
2

2.- Calcular la suma de los siguientes nimeros complejos:
a) (3 +6i) + (5 + 3i)

b) (7 + 7i) + (-6 + 2i)

c) (1 +5i)+(5+4i)

d) (8 + 161) + (-9 - 9i)

e) (-6 +50) + (16 - 12i)
H(2-0)+ (-1-19)

) (-9-%i)+(5+%10)

h) (4 +2i) + (0 + 3i) + (6 + 2i)
i) (-5 +3i) + (3 +4i) +8i
DAY s+ (12+0)+(5-2s510)
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kK)y(z+x2i)+(ily*)+ xly

) (1/2 - 0,5i) + (1,5 +5/20)

m) (2p - 3qi) + (-m/2i + n)

3.- Calcular las diferencias siguientes de nimeros complejos:
a) (4+2i)—(2-40)

b) (2+0i)— (3 +0i)

c) (10 + 3i) — (-5 - 2i)

d) (-8+2i)— (3 +6i)

e) (-6 - 2i) — (-4 - 3i)

4.- Calcular los siguientes productos de niimeros complejos:
a) (6 +3i)(5+1)

b) 4 (5 - 2i)

c)-5 (4 + 3i)

d) (1 +2i) (6 - 7i)

e)(2+3)(3+15)

) (5 +0i) (0 + 7i)

g)i(4+i)

5.- Calcular los siguientes cocientes de nimeros complejos:

a) 8+ 2i
4-2;

b 4-i
441

c) i
(3+1)

d)-i

1

6. - Calcular:

a) (2-1) (3 +1i) - (2+4i)
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b) (3 + 6i) (4 - 8) — (3 - i)(1 - 5i)
o) (1+i)(1-i)—5(2+3i)(4-5i)—(3-1)
d) (2 +3iy

) (1+i)—(1-iy

) (1+3i)(1+1)

ai)e(ar) =)
7.- Determine x, y si ( X,y, nimeros reales)

a)x2 -3x+(y-4)i =-2+3i

b)x+y—i(2x -y)=4-4i

O)xty+(xy)i=4

d)yx-iy=4

e)(3x-i)+(y—x-5)=8-1iy

H@+2))x+(S-3)y=13+i

8.- Calcular los valores de x, y que satisfacen las ecuaciones siguientes:
a) (x +iy) (1 - 5i)=2+5i

b) (x +iy) (-1 + 4i) =-9 +5i

o) (x+iy)2+i)=1+3i

4.4 NUMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS

Hemos estudiado que un nimero complejo puede ser representado en forma binomica por una expresion que
es: a + bi, donde a es la parte real y b la parte imaginaria.

En otras palabras un nimero complejo es la suma de un ntimero real por el producto de un niimero real por
la parte imaginaria.

EJEMPLO 5

a) El conjugadodez=2 + 11
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Solucién: es z =2 -11i

b) El conjugadodez=3i es =z = -3}

Solucion:

Podemos senalar que:

Siz=a+bi entonces se cumple que:

a)z-z = a’+Db?

En efecto:

zII=(a+bi)(a-bi)=a’—abi+abi —b*i?= a> +b?
Puedes comprobar que también se cumple:
b)z+z=2a

¢)z-z =2bi

4.5 MODULO DE UN NUMERO COMPLEJO

Al igual que cuando estudiamos los nimeros reales, definimos el mdédulo de un ntimero real, como un niimero
no negativo que cumplia las siguientes condiciones:

EJEMPLO 6

1.-Los médulos o valores absolutos de los siguientes niimeros reales son:

a)|3]= 3
b)[2]=-(-2) =2
¢)[1/3]=1/3
@|-T|=-(T)=TI

Podemos definir también el mdédulo de un numero complejo de la siguiente forma:
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Pero por el ejemplo 22 literal a) sabemos que:

z-z=(a+bi)(a-bi)=a>—abi+abi—b 2= a’ +b?

Luego, en general se cumple que si z = a + bi, entonces:

2= a* + b

EJEMPLO 7

a) Calcular el modulo de: z =2 + 3iSolucion:

= z*Z =J(2+31)(2-3)) =2 13 =13 =361

b) Los conceptos estudiados pueden ser utilizados para facilitar la division de niimeros complejos:
Expresar en forma binémica:

1

\/§+i

Solucion: Para expresar el nimero complejo dado, en forma binémica se multiplica y divide la fraccion por el
conjugado del denominador. Asi:

11 *(*/5—")_\/5—1'_\/5—1'_\/5_1.
J2+i N2+i (\/E—i)_2+1_ 33 3

4.5.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Determinar la parte real e imaginaria de los niimeros complejos siguientes:

) ¢416i
2
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by 12— (i+4)

c)1

i

d) 2+3i
1-i

2.- Determinar los conjugados de los nimeros complejos siguientes:

a) Y - i
b) (2 - i)+ (2 +i)

¢) cos /4 + isenI1/4

d) (6 + 7i)( 5 - 2i)

e) (4 - 3iy + (2 + 6i)(i - 4i)

H 3,5-5i
2+4/31

3.- (Para cuales valores de x ey (Xx,y ¢ R) los nimeros complejos:

z, = 9y -4-10xi 7> =8y, +20i’, son conjugados?

4.- Calcular el mdodulo de los nimeros complejos siguientes:

a) z=3+4j b)z=v3 +i
c) z=tan45°+i d) z=7i
e) z=2cos X+ 2isen X f) x* +y* +2xyi

5.- Calcular el médulo del numero complejo w con la condicion indicada:
W=24z-1, z= \2-i
6.- Representar en forma binémica:

a) 4+2i
2+

b>(2‘”(§+lij
3 2
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7.- Resolver:

a)z> +9=0
b)z> -3z =0
c)z> +15 =0

4.6 REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Como los niumeros reales se representan sobre una recta numérica, de modo que a cada nimero real corresponde un
punto de la recta y reciprocamente. El mddulo de un nlimero real x, [x| representa la distancia entre el punto que
representa a ese nimero real x, y el origen o punto x = 0.

Como los numeros reales “llenan” completamente la recta, no hay lugar para los nimeros complejos. Podemos
notar que cada nimero complejo z = a+bi esta determinado por un par de nimeros reales (a,b), de ahi surge la idea
de representar los nimeros complejos utilizando el plano cartesiano, como se indica a continuacion:

Eje imaginario

P (a.b)

g * Ejereal

Como se observa en la figura, sobre el eje horizontal se representa la parte real de los nimeros complejos y por esa
razon su nombre es eje real. Sobre el eje vertical se representa la parte imaginaria y recibe el nombre de eje imagi-
nario.

Hay dos representaciones geométricas del numero complejo z = a + bi

a) Como el punto P(a,b) del plano.

b) Como segmento dirigido OP que va del origen a P, que tiene longitud igual a r y forma el d&ngulo 0 con el eje x.
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EJEMPLOS
a) Representar graficamente el nimero complejo z=2 + 3i

Solucion:

4 P (2, 3)

b) Identificar el nimero complejo que aparece representado en la figura.

Solucion:

P(-3,2)

™~

Puede comprobarse facilmente que la longitud del vector que representa al nimero complejo z =a + bi, es

|z| = \/az +b2 por lo que podemos enunciar que:

El médulo de un niimero complejo es igual a la longitud del vector que lo representa.

4.6.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Representar graficamente los siguientes numeros complejos y calcula la longitud del vector que lo repre-
senta:
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a) 3+ 5i b)4-i ¢) -2 - 2i d) - 4i

2 4
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5.1 CONCEPTOS BASICOS.

Para introducir el concepto de ecuacion, se hara referencia a dos conceptos basicos importantes, como lo son: igual-
dad e identidad.

5.1.1 IGUALDAD.

Una igualdad es una expresion que se obtiene al igualar dos cantidades que tienen el mismo valor, haciendo uso del
signo (=), que se lee, igual.

EJEMPLO 1
Sean las expresiones:

a) (xty )=x*+2xy+y’
b) 3x+2=x+5

Ambas son igualdades. Al observar cada una de las igualdades se define, que lo que esta a la izquierda del signo
igual, se llama primer miembro, y todo que esté a la derecha, segundo miembro.

La igualdad a) se dice cierta para cualesquiera valores de X y y, pero la igualdad b) no se satisface para todo valor
de x. Con este hecho, se logra clasificar las igualdades en identidades y ecuaciones.

5.1.2. IDENTIDAD

Una Identidad es una igualdad en la que ambos miembros son iguales para todos los valores de las variables para
los cuales estan definidos los miembros. Obsérvese la expresion a) en el ejemplo 1.

Una ecuacion es una igualdad en la cual ambos miembros son iguales solo para valores particulares de las variables.
Obsérvese la expresion b) en el ejemplo 1.



5.2 DEFINICION DE ECUACION

. Qué es una ecuacion?

5.2.1 ELEMENTOS DE UNA ECUACION.

MIEMBROS: Son las expresiones que aparecen a cada lado del signo (=.). En otras palabras, son las expresiones
algebraicas que presentan los datos (valores conocidos) y las incognitas (valores desconocidos), relacionados a
través de operaciones matematicas.

TERMINOS: Son los monomios de cada miembro, separados por los signos de suma y/o resta. Los datos presen-
tados en una ecuacion pueden ser nimeros, constates, coeficientes o variables.

INCOGNITAS: Son las letras que aparecen en la ecuacion.

Las incognitas son las variables cuyos valores son desconocidos en una ecuacidn, y suelen identificarse con las
ultimas letras del alfabeto, que reemplazan al valor que se intenta hallar.

GRADO DE LA ECUACION: Es el mayor exponente con que figura la incognita (una vez realizadas todas las
operaciones).

SOLUCIONES: Son los valores que deben tener las incdgnitas para que la igualdad entre los miembros sea cierta.

EJEMPLO 2

1.- En la expresion dada, distinguir los elementos de la ecuacion:
4x -3 =2x+1

Solucion:

Miembros: 4x — 3, 2x + 1

Términos: 4x, 3, 2x, 1

Incognita: x

Grado de la ecuacion: 1

Solucion: x =2



5.2.2. RESOLUCION DE ECUACIONES
,Como se resuelve una ecuacion?

Resolver una ecuacion significa determinar el o los valores de las incognitas que las satisfacen. De alli, que se puede
decir, que las soluciones o raicesde una ecuacion son los valores de las incognitas que la verifican.

Para resolver una ecuacion, la generalidad de las veces, se usa la llamada Transposicion de términos, que consiste
en:

Sean a, b, c nlimero reales con a # 0, y la ecuacion:

ax+b=c

Si restamos b a ambos miembros se tiene:

ax+b-b=c-b

ax=c-b

Si se dividen ambos miembros por a, se obtiene:

ax/a=(c-b)/ a.

x=(c-b)/a

Segun lo anterior, comparando (ax + b = ¢) con (ax = ¢ - b), se observa que el término b ha sido transpuesto del
primero al segundo miembrocambiando su signo. Se puede decir, como norma general, que para pasar un término
de una ecuacion de un miembro a otro basta con cambiar su signo. Esta operacion se conoce como transposicion
de términos.

Ahora comparemos (ax = ¢ - b) con (x = (¢ - b) / a). El factor a que estd multiplicando el primer miembro en la se-
gunda expresion, pasa a dividir el segundo miembro de la tercera. Asi pues, todo factor que multiplica a un miembro
de una ecuacion, pasa dividiendo al otro miembro de dicha ecuacidn, y viceversa, todo factor que divide a un miem-
bro, pasa al otro, multiplicando. Esto es muy importante, pues permite la posibilidad de simplificar una ecuacion,
siempre que todos los términos se puedan dividir por un mismo factor.

EJEMPLO 3

1.- Determine la solucion de las siguientes ecuaciones:

a.3x-1=7

Solucion:

Se suma 1 a ambos miembros: 3x-1+1=7+1

3x=38

Se divide ambos miembros por 1/3: 3x/3 = 8/3
Se obtiene: x = 8/3

85



b.2x+4=8x-5
Solucion:

Se agrupan términos semejantes, restando 8x al primer miembro y restando 4 al segundo miembro:
2x -8x=-5

-4-6x=-9

Se divide ambos miembros por -6: -6x /-6 =-9/-6

Se obtiene: x = 9/6

Al simplificar,

x=3/2

c.6x+1/2=1/4
Solucion:

Se resta 2 a ambos miembros: 6x +1/2-1/2=1/4-1/2

6x =-2/8
Simplificamos,
6x =-1/4

Se multiplica ambos miembros por 1/6: 6x.1/6 = -1/4.1/6
Se obtiene: x = -1/24

5.3. ECUACIONES LINEALES Y CUADRATICAS.

Para poder darle cualidad a una ecuacion de lineal y cuadrética, se debe clarificar el grado de una ecuacion, a través
de la siguiente definicion:

EJEMPLO 4

Asi,

x+2=3 es una ecuacion de primer grado.
x*+3x-10=0 es una ecuacion de segundo grado.
x}+5x*-6x=2 es una ecuacion de tercer grado.

5.3.1. ECUACION LINEAL.
Como ya es sabido,las ecuaciones son clasificadas atendiendo al nimero de incégnitas y al grado de éstas.
5.3.1.1 DEFINICION:

Las ecuaciones lineales o de primer grado con una incdgnita se denominan asi porque:
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. Tienen una Unica incognita.

. El grado de la incognita es 1.

Una ecuacion de primer grado se puede expresar de la forma ax = b, con a y b niumeros reales y a distinto de cero.
La solucion general es de la forma: x =b con a#0.

Una ecuacion de primer grado o lineal con una incognita, viene dada por la expresion: ax+b=0, con a#0 en donde
a y b son nimeros reales. Con x elevada a la potencia 1 (x1).

5.3.1.2 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES.

(Como se resuelve una ecuacion lineal?

Se resuelven usando los pasos siguientes, los cuales corresponden a una transposicion de términos.

Sea la ecuaciéon: ax +b =0

Pasos

1. Transponer b, al segundo miembro. Asi se obtiene la ecuacion equivalente: ax = -b.

2. Se divide ambos miembros de la ecuacion entre a, de la cual se obtiene otra ecuacion equivalente, que no es mas,
que la solucion de la ecuacion dada. Esta es: x =-b/a

Obsérvese, que si este valor de x se sustituye en: ax+b=0, se obtiene una identidad, ya que:

a(-b/a)+b=0
-b+b=0
0=0

De lo que se puede concluir: Toda funcion lineal de la forma; ax + b =0, con a # 0. Tiene una tnica solucion o raiz,
en este casoes, X =-b/a

EJEMPLO 5
1.- Determinar el valor de x en la ecuacion: 7x -4 =0
Solucion:

Transponemos 4 al segundo miembro: Lo que significa que si 4 esta restando en el primer miembro, pasa al se-
gundo miembro sumando:

Tx =4

Transponemos 7 al segundo miembro: Lo que significa que si 7 estd multiplicando a la variable en el primer
miembro, pasa al segundo miembro dividiendo:

x=4/7
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EJEMPLO 6

1.- Determinar el valor de x en la ecuacion:

2x-6  3x
+

3- —=10-x
3 5

Solucion:
Se sigue el siguiente procedimiento:

1.- Encontrar el minimo comun multiplo (m.c.m) de los denominadores presentes.
m.c.m=15

2.- Se multiplica ambos miembros de la ecuacion por el (m.c.m).

2x-6 = 3x
- +=1=15[10-x
3 5] [ ]

15[3

3.- Se aplican las operaciones segun el orden.

45 15(2x-6)+15(53x)

3

=150-5x

45-5(2x-6)+3(3x)=150-15x
45-10x+30+9x =150 - 15x

4.- Se agrupan los términos semejantes.
-10x +9x + 15x =150 - 45 - 30

14x =175

5.- Se presenta la solucion.

Dividimos ambos miembros entre 14:
14x/14 =75/14

Resultando:

x =75/14

EJEMPLO 7

1.- Determinar el valor de x en la ecuacion:

13
(2x-3) (x+2)
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Solucion:

Se sigue el siguiente procedimiento.

1.- Transformar la ecuacion dada, en una ecuacion lineal, suprimiendo los denominadores.
En este caso multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por el m.c.m:
mcem=(2x-3)(x+2)

13
(2x-3) (x+2)

[(2x-3)(x+2)][ 11(2x-3) (x+2) ]

Simplificando se obtiene:

x+2=3(2x-3)

2.- Presentar la solucion.

Aplicamos distributiva respecto a 3 en el segundo miembro.
x+1=6x-9

Trasponemos 2 al segundo miembro

Al simplificar se obtiene

-5x =-11

Multiplicamos por (-1) ambos miembros de la ecuacion.
S5x=11

Trasponemos: 5

x=11/5

Y al simplificar se obtiene:

x=11/5

5.3.1.3. EJERCICIOS PROPUESTOS.
1.- Resolver las siguientes ecuaciones:
a)x-72=4x+5

b)3(x+2)=5x-4
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¢)x/2-3=3x-2

d)3(x-6)-2(x+5)=20

€) 216 4xt6_dx-8
5 15 20

f) 7x-6_5x-|—3_6x-1=
4 7 14

13

g)3(3x-4)-12(5x)=23

h) 2(x-1) +3(x+4 ) = 4(x+1 ) - (x-5)

5.3.2. ECUACION CUADRATICA.

La ecuacion ax* + bx + ¢ = 0, expresa la forma canonica de la ecuacion de segundo grado.

3.2.1. DEFINICION: Las ecuaciones cuadréticas o de segundo grado con una incégnita se denominan asi porque:
* Tienen una unica incognita.

* El grado de la incognita es 2.

Una ecuacion de segundo grado sc puede expresar de la forma ax? + bx + ¢ = 0, siendo a, b y ¢ nimeros reales y
a distinto de 0.

EJEMPLO 8

Observe las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a) 2x*+ 5x-3=0

b) 9 = x*
c)x*-2x=0
d) x>=3x-6

Como las ecuaciones: 9 = x% x?= 3x - 6 no estan expresadas en la forma canodnica, podemos expresarlas en la
misma, escribiéndolas asi:

9 =x2se escribe: x> +9=0
x> =3x -6 seescribe: x> -3x+6=0.
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5.3.2.2 RESOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS.
. Como se resuelve una ecuacion cuadratica?

Una ecuacion cuadratica o de segundo, se puede resolver haciendo uso de la transposicion de términos, y aplicando,
segun sea el caso:

1.- Factorizacion,
2.- Completacion de cuadrados y

3.- La formula cuadratica.

EJEMPLO 9
1.- Determinar los valores de la siguiente ecuacion: x> - 16 =0
Solucion:

1.- Se factoriza la expresion usando el producto notable suma por su diferencia; asi,
x*-16=0

(x+4)(x-4)=0

2.- Se iguala ambos factores a cero:

x+4=0

x-4=0

3.- Se resuelven las ecuaciones lineales resultantes y asi, obtenemos:
x=-4yx=4

Importante:

Para factorizar a este tipo de expresiones, se hara uso del producto notable suma por su diferencia (diferencia de
cuadrados): (a’>-b*)=(a+b)(a-b)

Teorema matematico a ser utilizado (no se ha de demostrar): Si el producto de dos factores es igual a cero, entonces
uno o ambos factores son iguales a cero.

EJEMPLO 10
1.- Determinar los valores de la siguiente ecuacion: x’>- 16 =0

Solucion:
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Si:
2x2-2x-1=0
Transponemos 1:
2x2-2x=1
Se divide entre 2 (nimero que representa el coeficiente de x?), a la ecuacion:
x*-x=1/2

Le sumamos al primero y segundo término el cuadrado de la mitad del coeficiente de x que en este caso es
(-Y6)* =1/4:

xX*-x+1/4=1/2+1/4
Asi:
(x-1/2)=3/4
Luego ha de observarse que el niumero % posee dos raices cuadradas V3/4 y -\3/4, lo que significa que la variable
x -1/2 debe ser igual a cada una de las raices cuadradas de %.
Es decir:
x - 1/2=3/4, \3/4
De donde:

x=12+\3/4 6 x=1/2-\3/4

Por tanto las raices son:( 1 + V3 )/ %y (1-+3)/4/2, o cual puede comprobarse por sustitucion directa en la ecu-
acion original.

Procedimiento aplicado:

1. Se traspone el término constante al segundo miembro de la ecuacion dejando en el primer miembro los términos
que contienen la incognita.

2. Se divide la ecuacion entre el coeficiente de x2.

3. Para que el primer miembro resulte un cuadrado perfecto, se le suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x.
4. Para no alterar la ecuacion, se debe asignar la misma cantidad al segundo miembro.
Importante:

Para completar el cuadrado, se hara uso de los productos notables: (atb)?= a>+ 2a + b?

(a-b)*=a’-2a+b?
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Una completacion de cuadrados se basa, en obtener una ecuacion equivalente, cuyo primer miembro serd un trino-
mio cuadrado perfecto que contenga la variable o incdgnita.

EJEMPLO 11

1.- Determinar los valores de la siguiente ecuacion: x* + 5 = -3x
Expresemos la ecuacion en su forma canodnica:

Ubiquemos los coeficientes de la variable: x2, x y el término independiente:

Donde:

Sustituyamos en la férmula:

Lo 3ENO+20

2
X:8i¢5
2
-3+5,38
x:
2
Asi,
x:—3+5,38 Y. due y x:—3—5,38
2 2

Importante: La féormula cuadratica: Es una formula que satisface los dos valores correspondientes a la ecuacion
general de segundo grado; la cual resulta, del método de completar cuadrados a una ecuacion del tipo cuadratica.

Formula de la ecuacion de segundo grado:

5.3.2.3 EJERCICIOS PROPUESTOS.
1.- Resolver las siguientes ecuaciones:
x? =81
14x2-28=0

(x + 6)(x - 6) = 13
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(2x - 5)2x+5)-119=0
(x+11)(x-11)=23
x?=T7x

21x2+100=-5

2x? - 6x = 6x? - 8x

x>+ 12x +35=0
x*-3x+2=0

x* + 4x =285

5x (x-1)-2(2x2-7x)=-8
(x+2)P=1-x(x+3)

Nota: Ejercicios compilados.

5.4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.
Las expresiones dispuestas a continuacion, representan un sistema de ecuaciones.

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

{ax—!—by:c

ax +by=c dondea, a’,b.,b’20

Sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.

ax+by=c¢ dondea,a,a’, b,b,b#0

[ ax+bhy=c
a'x+b'x=c"

5.4.1. DEFINICION.

Un par o mas de ecuaciones lineales, con dos o mas incdgnitas que se consideran simultaneamente, forman
un sistema denominado: Sistema de ecuaciones lineales.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de dos o mas ecuaciones (lineales) que tienen mas de una
incognita, y se pretenden resolver de manera simultdnea. Las incognitas se presentan en diversas de las ecuaciones,

pero no necesariamente en todas. Lo que hacen estas ecuaciones es relacionar las incognitas entre si.

Con este sistema de ecuaciones, se persigue determinar el valor de cada una de las incognitas. De alli que,
una solucidn del sistema, es todo y cada uno de los valores de las variables que satisfacen al mismo tiempo sus
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ecuaciones.

Es importante destacar que, segtin el nimero de soluciones los sistemas presentan una clasificacion. Observe
el siguiente diagrama de llaves:

Con este sistema de ecuaciones, se persigue determinar el valor de cada una de las incognitas. De alli que,
una solucién del sistema, es todo y cada uno de los valores de las variables que satisfacen al mismo tiempo sus
ecuaciones.

Es importante destacar que, segtn el nimero de soluciones los sistemas presentan una clasificacion. Observe
el siguiente diagrama de llaves:

Deterinado
— (presenta un niimero finito de soluciones)
Compatible (tiene solucién) =
Indeterminado
(presenta infiitas soluciones)

Sistema Lineal —

Incompatible (no tiene solucion)

5.4.2. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Para resolver un sistema de ecuacion se hace uso de los tres métodos tradicionales ampliamente conocidos:
sustitucion, igualacion y reduccion.

1.- Despejar o aislar una de las incognitas en cualquiera de las ecuaciones.

2.- Sustituir la expresion de la incognita en la otra ecuacion.

3.-De este modo, obtendremos una ecuacion de primer grado con la otra incégnita. Resolver la ecuacion.

4.-Sustituir el valor obtenido de esta incégnita en una expresiéon que permita determinar el valor de la otra in-
cognita.
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EJEMPLO 12

1.- Determinar el valor de las incégnitas en:
{x +y=14
3x—y=5

Solucion:

Siguiendo los pasos del Método de Sustitucion, se tiene:

1.- Se despeja y en la primera ecuacion. y = 14-x

3.-Se resuelve la ecuacidon que tiene como incognitala [3x-14+x=5

X.
4x=5+14
4x =19
x=19/4

1.- Despejar la misma incognita en las ecuaciones.

2.- Igualar las expresiones de la incognita despejada, obteniendo una ecuacion con otra incognita.




3.- Resolver la ecuacion presente.

la otra incognita.

4.-Sustituir el valor obtenido de esta incdgnita en una expresion del sistema que permita determinar el valor de

EJEMPLO 13

1.- Determinar el valor de las incognitas en:

{x+y=14
3x—-y=5

Solucion:

Siguiendo los pasos del Método de Igualacion, se tiene:

1.- Se despeja “y” en las dos ecuaciones.

Enx+y=14 ; y=14-x
En3x-y=5 ; -y=5-3x
y=-5+3x

3.-Se resuelve la ecuacion que tiene como incognita
la x.

14 -x=-5+3x
14+5=3x+x
19 =4x
19/4=x




1.- Transformar el sistema de ecuaciones presentado, en otro sistema equivalente, de modo que los coeficientes
de una de las incognitas en las dos ecuaciones sean nimeros opuestos.

2.- Sumar algebraicamente ambas ecuaciones.

3.- Resolver la ecuacidn en la que sélo se presenta una incognita.

4.-Sustituir el valor obtenido de esta incognita en una expresion del sistema que permita determinar el valor de
la otra incognita.

EJEMPLO 14
1.- Determinar el valor de las incégnitas en:

I{tl-x—Sy:O
x+2y=126

Solucion:

Siguiendo los pasos del Método de Reduccion, se tiene:

1.- Se multiplica por (-4) la segunda ecuacion para |4x—-5Sy=0
reducir x. (-4) (x+2y)=26(4)

4x-5y=0
-4x -8y = 104

3.-Se resuelve la ecuacion que tiene como incognita |-13y = 104
lay. 13y =-104
Asi: y =104/13
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4.- Se sustituye el valor obtenido de y en la segunda |x + 2y =26
ecuacion, para determinar el valor de x. x +2(104/13) =26
x +208/13 =26
x =26-208/13
338 -208
X -
13

x =130/13

Por lo tanto: x=130/13 e y=104/13

5.4.3. EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, aplicando el método de sustitucion:

{ Ix+y=7
Dl2x+3y=14
2x—y=12
b) {4—x—2y= —24
2x+vyv=6
c){3x—y=4

i {15:;— 11y = —87
) —12x — 5y =27

6Xx—v=7
EJ{ZX—‘_V: -5

2.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, aplicando el método de igualacion:

{12x+}r= 58
)]8x— 5y =18

7x—2y=-1
b){—-ix—l—y:?'

3.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, aplicando el método de reduccion:
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7x—2y=-1
a) —4x+y=7

5x+2y=12
2x—3y=2

x—3y=10
l2x+3y—4

5x+9y =34

9 3x+2y=17

ox—y=7
€ 2x—y=-5

5.5 INECUACIONES LINEALES Y CUADRATICAS.

5.5.1. CONCEPTOS BASICOS

A continuacion se hara referencia a los conceptos de desigualdad e intervalo, dado que el concepto de inecu-
acion gira en torno a estos dos conceptos.

5.5.1.1. DESIGUALDAD

Desigualdades Simples
> : mayor que
<: menor que
Desigualdades Compuestas
= : mayor o igual a

<:menor o igual a
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5.5.1.2 INTERVALOS

Se tiene dos tipos de intervalo: los finitos y los infinitos.




Se presentan en éstos los simbolos - oo y + oo, que s6lo denotan infinitud. Son meramente sugestivos y no repre-
sentan ningiin numero real.

Se identifican con la notacidn:

(a,f0)=a<x <+

R
=1
[a,fo0o=a<x <+
R
. >
(-o,a)=-0<x<a
_ _ R
a
(0,a] =0 <x<a
R

(-00, +00) = -00 <X < +00

5.5.2. DEFINICION DE INECUACION

,Qué es una Inecuacion?

Las Inecuaciones son Desigualdades condicionales, por el hecho de que no son verdaderas para todo nimero real.

En este apartado, se hara referencia a solamente dos tipos de inecuaciones, que por el grado de la variable se
denominan: inecuaciones lineales e inecuaciones cuadraticas con una sola incégnita.

Importante: Para dar solucion a una inecuacion, es necesario determinar el conjunto de los valores de la
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variable que permite verificarla. De alli que la resolucion requiere seguir pasos tales como se hace con la también
resolucion de ecuaciones, y el correcto uso de las propiedades particulares de las desigualdades.

Sean u, v, w y Z numeros, variables o expresiones algebraicas reales, y sea ¢ un nimero real.
Transitiva: Siu<b ;v<w —u<w

Suma: Siu<b, but+tw<vt+w
Siu<v;w<z—outw<v+z

Multiplicacion: Siu<v;c>0—uc<vc
Siu<v;c<0—>uc>vc

5.5.2.1 INECUACION LINEAL.

5.2.1.1 RESOLUCION DE UNA INECUACION LINEAL

Para resolver una inecuacion lineal debemos determinar los valores de x para los cuales las desigualdades
propuestas son validas. Al igual que en las ecuaciones, se aplicaran las propiedades adecuadas para aislar la variable
incdgnita en un miembro de la desigualdad. De alli que el conjunto de soluciones de dicha desigualdad va a formar
un intervalo de numeros reales.
EJEMPLO 15

1.- Determinar el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones:

a) 3(x-2)-3<5(x+3)

x 1 x 1

by == >—+—

2 3 4 2

Solucién a) 3(x-2)-3<5(x+3)
3x-6-3<5x+15
3x-9<5x+15

3x-5x<15+9

-2x <24
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2x >-24
X >-24/2
x>-12

El conjunto solucion de la inecuacion es el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales a -12. En
notaciodn de intervalos, el conjunto solucion es: [-12,+0)

Solucion b)

x 1 x 1
——>—4—
2 3 4 2

2
X>—
3

El conjunto solucion es: ( % ,+o0)
5.5.2.1.2 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Resolver las siguientes inecuaciones:

a)2x-7>5x+2

104



b)3x-1<4x+1

C _
) 2x-5

9 >3

32
€) 4( 5-3x ) + 3(2x-1) < 3x + 1

D2(1-x)+5(1+x)>7x-1
2)9x-1<6x-38
h)-1<3x+2<7

i) 2x-3+3x-1
2 5

<x-1

j);(x-4)+2(x+3 )>;(x-3)

5.5.2.2 INECUACION CUADRATICA.

5.5.2.2.1. RESOLUCION DE UNA INECUACION CUADRATICA

Existen diferentes procedimientos para determinar el conjunto solucién de una inecuacion, en los cuales se
requerira el calculo de las raices de las expresiones debidamente transpuestas si es el caso. En este sentido, se real-
izara la resolucion de las inecuaciones cuadraticas mediante el estudio de signos.

Pasos:

Paso 1: Transponemos todos los términos al primer miembro de la desigualdad y efectuamos las simplificaciones
del caso.

Paso 2: Determinar las raices, y si las hay, se factoriza el trinomio.

Paso 3: Se construye una tabla, donde se representara un diagrama comparativo de signos, para determinar el signo
del trinomio a partir de los signos de sus factores.
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EJEMPLO 15

1.- Resolver las siguientes inecuaciones:
a)x*<9
b) x’>-x >4

Solucién a)

X*<9

x*-9<0

(x-3)(x+3)=<0

Raices: x=-3yx=3

Valor Asignado -4 0 4
Signo para: (x-3) - - +
Signo para: (x+3) - + +
Signo para: (x*-9) + - +

El conjunto solucion, es el asociado al intervalo de la casilla donde esta el signo negativo como resultado de
los signos para los factores ( x - 3 )( x + 3 ). Por tanto el conjunto solucion es el intervalo: [ -3, 3 ]

Solucion b)
x2+2x > 8

x2+2x-8>0
(x-2)(x+4)>0

Raices: x=-4yx=2

Valor Asignado -5 0 4

Signo para: - - +
(x-2)
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Signo para: - + +
(x+4)

Signo para: (x-2)(x+4) + - +

El conjunto solucion, es el asociado al intervalo de la casilla donde estan los signospositivos como resultado
de los signos para los factores ( x - 2 )( x +4 ). Por tanto el conjunto solucion es el intervalo: (-00,-4) U (2,+0)

5.5.2.2.2 EJERCICIOS PROPUESTOS.
1.- Resolver las siguientes inecuaciones:
a)x°<4

b) x*> 81

c) 14x*-28>0

d)(x+6)(x-6)<13
e)(2x-5)(2x+5)-119>0

f) x> <7x

g)x?*-2x-15>0

h) 2x?-7x +3<0

1)x2+12x+35<0

J)x*-3x+2>0
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En este capitulo, se dispone la definicion de matriz y algunas de las operaciones bésicas realizadas con matri-
ces, debidamente seleccionadas del extenso campo de las mismas.

6.1 DEFINICION DE MATRIZ

Una matriz A es un arreglo o imposicion rectangular de niimeros, si el arreglo tiene “m " renglones (horizon-

9

tales) y “n”" columnas (verticales) entonces se llama matriz mxn (se lee matriz m por n).

El tamafio de una matriz se define como mxn (llamada también dimension).

6.2. NOTACION

Las matrices se denotan con letras mayusculas, y los elementos o componentes con letras minasculas afecta-
das por dos subindices.

6.3 TIPOS DE MATRIZ

Matriz Cuadrada: Es una matriz mxn con m = n.
Matriz Cero: Es una matriz mxn con todas sus componentes iguales a cero.

Matrices Iguales: Dos matrices y son iguales si: 1) tienen el mismo tamafio y 2) sus componentes correspondientes
son iguales.

Matriz Rectangular: Es un arreglo de nimeros distribuidos en filas y columnas, encerrados entre paréntesis, cor-
chetes o barras dobles.

EJEMPLO 1

Ejemplo: Sean los vectores a = (a »a, a3), b = (by, bz, bs), c = (c1, c3 c3); y. Las componentes de estos vectores se
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pueden colocar ordenadamente formando lo que en matematicas se llama, un arreglo rectangular.

a a, 4

bl b2 b3

G 6 G

En atencion al ejemplo observe:
-1 3
1 3 _

A= B=| 4 0
4 2 1 -2
Matriz cuadrada (2x2) Matriz (3x2)
-1 4 1 boo =2
C= 30 2 D=3 1 4
2 -6 5
Matriz (2x3) Matriz (3x3)

Matriz Diagonal: Una matriz cuadrada A se llama matriz diagonal si todas sus componentes distintas de cero estan

en las diagonales.
5 3 7 0
A= B= C
4 2 0 0

Il
S O =
S NN O
w O O

A, B, Cy D son diagonales; mientras que E, no lo es.

Una matriz diagonal puede tener uno o mas ceros en su diagonal.

Matriz Triangular Superior: Una matriz cuadrada se llama triangular superior si todas sus componentes que se
encuentran debajo de los elementos de la diagonal son cero.

| 8 9
A:( 6j B=l0 4 5
0 3 00 0
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Matriz Triangular Inferior: Se dice que una matriz cuadrada es triangular inferior si todas las componentes que
se encuentren arriba de la diagonal son cero.

. 30 0
A:( J B=|4 0 0
o1 120

6.4. OPERACIONES CON MATRICES
6.4.1. SUMA DE MATRICES

Sean A=(a,) y B=(bij) dos matrices mxn, la suma A+B de dos matrices es la matriz mxn.

a,+b, a,+b, a; +bl.j a, +b,
a, +b, a,+b, a,; +b2j ay, +b,,

a, +b

ml

a,,+b,, a,+b, a, +b

mn mn

EJEMPLO 2
a) Sean:
1 8 =7
A=|11 4 B=|3 15
09 5

Determine la suma: A + B.

Solucion:

1+6 8+(-7) 7 1
A+B=|11+3 4+15(=14 19
0+2 9+5 2 14

b) Sean,
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1
7 3 1 2
2 _|_1
A=| 1 3 y B= 5 4
0 9 g _L
3
Solucion:
1 1
—+(=1) 342 -— 5
2
A+B= 1+(l) g+4 = 114
2 3 2 3
1
0+9 9+(—) 9 26
3 3
Teorema 1.

Sea A, B, C. matrices mxn. Sea 0 la matriz cero de mxn. Entonces:
a) A+ 0 = A (Identidad Aditiva)

b) A+ B =B + A (Conmutativa de la Adicidn)
c)A+(B+C)=(A+B)+C (Asociatividad de la Adicion)

d)A+A=20
6.4.2 MULTIPLICACION DE UNA MATRIZ POR UN ESCALAR

Sea A= (aij) una matriz mxn y “c” cualquier numero real. Entonces: ¢.A es la matriz mxn dada por:

ca, ca, ca,

5 -2 4 9 6 -Kya=cl(a;)=ca;=|ca, cay ca,,
o 3 7 2 0 8 ca, ca, ca,,

EJEMPLO 3

Sean las matrices:
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20 -1
D=
[468]

y los escalares: a =2, 3 =-3 y © = -4, obtener las operaciones siguientes:

a)a.A b) 3.D c) ©6.B d) aB+ B.C e) ©.A+B.D

a)(2)3 2 7)_ (6 —4 14
8 12 -4) |16 24 -8

b) 7 5 6 2) (14 10 12 4
-4 -3 1 0/=-8 -6 20
2 -7 -5 1 4 —-14 -10 2

10 9 -3 —2) (=30 =27 9 6
-3) 4 6 7 5|=-12 -18 21 -I5
-1 0 -5 1 30 15 -3

-20 —18 6 4
of3 + C= -8 —12 -14 -10
2 0o 10 -2

Nota: A su juicio para la solucion, quedan las operaciones b), ¢) y e).

Teorema 2.

Sean A y B matrices mxn y 0 la matriz cero mxn. Sean c y d escalares arbitrarios y 0 y 1 los escalares identi-
dad de la suma y multiplicacion, respectivamente. Entonces:

a) c(A+B)=c.A+cB

b)  (c+d).A=cA+dA
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c) (c.d).A=c.(d.A)
d) 1-A=A

e) 0. A =0 mxn, donde 0 cero es el numero real nulo.

6.4.3 DIFERENCIA DE MATRICES
Sea A=(aij) y B=(bij) y dos matrices cuadradas mxn. La diferencia A-B = A +(-1).

a,+(=Db, a,+(=Db, a,, +(=1)b,

B=(a)-(b) =)+ ()b =| %+ Dby an+(=Dby, a,, +(=1b,,

a,+=Hb, a ,+(=1b , a, +(=)b,

EJEMPLO 4
Sean las matrices:
5 -2 4 9 6 -1
0o 3 7 2 0 8
Calcular:
a) A-B b) B-A
Solucion:

a)
A=

6.4.4 PRODUCTO DE MATRICES

Sean A una matriz mxn y B una matriz de rxn. El producto A.B es la matriz mxn cuya componente ij-¢sima
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es el producto del renglon i-¢simo de A y la columna j-¢sima de B.
EJEMPLO 5§

a) Sean:

Solucion:
Para la solucion, obsérvese los pasos aplicados en la siguiente ilustracion dadas dos matrices Ay R:

1. Comprobar que el nimero de columnas de la primera matriz sea igual al nimero de filas de la segunda, para asi
determinar que el producto existe, asi:

3 2 4]
6 7 1lp,.3

a=| R =

3 9
1 1
2 Sal,xz

r=q

2. Multiplicar los elementos de la fila de la primera matriz por los de la columna de la segunda como se observa:

2xl

3(3) + 2(1) +4(2) [3(9) +2(1) + 4(5)

AR =let3) + 701) + 1(2)

i
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39
RE=]1]1
2| 5

A-R = [PELH201) +4(2) ]
6(3) + 7(1) + 1(2)| i

3. Construir la matriz resultante con las filas y columnas, segun el orden identificado. En este caso A.R resultara:

19 49
AR = 2x2
27 66

Asi:

g 235 O)_( 25+36 20438
Tl 1)le 8) ((=D).5+1.6 (-1).0+1.8

28 24
B=

Teorema S:

Sean las matrices: A = (aij), B = (bij), C =(cij), y entonces:
a) A.B #B.A (no conmutativa)

b) (A.B).C =A.(B.C) (si asociativa)

6.4.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Sean las matrices:
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0 8 6 -2
B= 5 -3 7 3

-2 1 9 4
Determinar la suma: a)A+B y b) 7B+ 5A
2.- Sean las matrices:
7 3 4
c=| 2 -9 5
-6 2
2 0 2
D=3 4
7 -3 5

Calcular: a) 3(C-D) ,b) (-2).D-C

3.- Sean las matrices:

4 3

4=/, 4
2 5
2

1 80
B =
[6 -2 3)

Calcular: A.B

4.- Sean las matrices:

1 2
A=|3 4
-2

-3 4 7
B=

8 5 -6
Obtener: A.B
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5.- Sean las matrices:

)
s o

Calcular: a) A.B, b)B.A

6.- Sean las matrices:

2 -3
A= 1 4
-5 0

-3 3 2
C =
S

Calcular: (A.B).C

7.- Sean las matrices:

2 0 -1
A=
{4 6 8)

3 —4
2 -7
B=
6 1 8
5 0 10

Calcular: 2(A).B
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Al conjugar los términos griegos trigonon que significa triangulo y metron medida, resulta la palabra
Trigonometria, cuyo significado es medicion de angulos. En la antigiiedad, la trigonometria se utilizaba
en agrimensura, navegacion y astronomia, para determinar relaciones entre las longitudes de los lados y
medicion de angulos. En la actualidad todavia es utilizada con estos fines y en estos casos las funciones trigo-
nométricas tienen la medida angular como sus dominios.

7.1 DEFINICION DE TRIANGULO

Un triangulo representa un poligono formado por tres lados y tres angulos.

La figura presentada es un triangulo que se llama rectangulo, porque uno de sus angulos es recto.

a es el cateto opuesto (co) para el angulo a, b es el cateto adyacente (ca) para el &ngulo o y ¢ es la hipotenusa
del triangulo ABC.

En base a este triangulo se conoce una relacion muy famosa; el Teorema de Pitagoras: ¢*= a> + b% Que
geométricamente expresa la suma de las areas de los cuadrados construidos sobe los catetos, es igual al area del
cuadrado construido sobre la hipotenusa.

A cada una de las razones 2, 2, 2 ¢,

; e, % , que se pueden obtener dividiendo entre si dos de los lados de un
c € qa a

triangulo rectangulo, se le llama razon trigonométrica o cociente trigonométrico, denominandoseles:

7.2 RAZONES TRIGONOMETRICAS

seno: sen o = a/c
COSeno: cosa=Db/c
tangente: tan o = a/b
secante: sec o =c/a
cosecante: csca=c/b
cotangente: cota =b/a

Las seis razones trigonométricas estan determinadas en forma tnica ya que las mismas dependen del angulo
a y no del tamafio del tridngulo en consideracion. En este sentido, las razones trigonométricas son funciones de o
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y reciben el nombre de Funciones Trigonoatricas.

Ademas, se cumple entre otras las siguientes identidades trigonométricas:

7.3 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDMENTALES

2 2
sen’a+cos’ a =1 cos2a=cos" a—sen"a tan o = sen a/cosa

sen2a =2sen a-cosa tan a-cot a=1 cota =cos a/Sen a

7.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: ALGUNOS VALORES ESPECIALES

En este caso no seremos todo lo profundo que podemos debido a que su estudio debe ser muy detallado. En la
siguiente tabla se presentan los valores indicados, como resultado de lo introducido en un sistema de coordenadas
cartesiano y la nocion de circunferencia trigonométrica o circulo unitario.

Funciones 0° 9°°=% 180° =[] | 270°= % 360°=2]]
sen x 0 1 0 -1 0
COS X 1 0 -1 0 1
tan x 0 oo 0 oo 0
cot x oo 0 oo 0 oo
sec X 1 oo -1 oo 1
cosec X oo 1 oo 1 o

Otros Valores muy Usuales:

Funciones I I I
o~ 45° = — 600 _ 2
30 5 4 3
! 2 S
sen X = N7
2 2 2
1
oS X ﬁ Q -
2 2 2
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tan x

W&

Signo de las Razones Trigonométricas

Cuadrante sen x €os X tan x
I + + +
11 + - -
I - - +
v - + -

122







8.1 DEFINICION DE SUCESION

Fibonacci (1175-1250) supuso en uno de sus estudios, que una pareja de conejos criaba una nueva pareja
cada mes y que después de dos meses cada nueva pareja se comportaba del mismo modo. Asi pues, el nimero an
de parejas nacidas en el n-ésimo mes es an-1+an-2, puesto que nace una pareja por cada pareja nacida en el mes
anterior, y ademads cada pareja nacida hace dos meses produce una nueva pareja.

En base a lo anterior, podriamos decir que una sucesion es una lista de eventos, objetos o nimeros en un
orden definido; es decir., es un conjunto ordenado de elementos.
EJEMPLO 1

a) 1,2,3,...,8

b) Enero, Febrero, Marzo, Abril, ......... , Diciembre

Cada elemento que corresponde a la lista o sucesion se denomina TERMINO DE LA SUCESION. Si
analizamos el primer ejemplo podemos decir que tiene 8 términos, mientras que en el segundo ejemplo correspon-
den a 12 términos.

Los elementos o términos de una sucesion se representan a través de una misma letra con su respectivo sub-
indice, que indica el nimero de orden de cada uno de los términos.

Donde a, representa el primer término, a2 representa el segundo término, a3 representa el tercer término,
an representa el término enésimo de la sucesion o también llamado TERMINO GENERAL DE LA SUCE-
SION.

8.1.2 Tipos de Sucesion
Una sucesion puede ser:
a.- Sucesion Finita
b.- Sucesion Infinita

8.1.2.1 Sucesion Finita

Se llama sucesion finita aquella que contiene n términos, es decir, tiene principio y fin. (Se conoce tanto el
primero como el ultimo término).
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EJEMPLO 2

4,5,6,7

En este ejemplo existen 4 términos en la sucesion, la cual podemos concluir que es sucesion finita ya que
tiene un principio (primer término 4) y tiene un fin (Gltimo término 7).

8.1.2.2 Sucesion infinita

Se llama sucesion infinita cuando existe un principio y no se conoce o indica el tltimo término.

EJEMPLO 3
a) 1,2,3,...

b) 1,%,1/3,%, 1/5, ...
Analizando estos ejemplos nos damos cuenta que cada uno de ellos tienen un principio (primer término), pero
no tienen un ultimo término. Los tres puntos se llaman elipsis e indican que los términos siguientes tiene el mismo

patrén que el establecido, por los ya dados.

Los términos de una sucesion pueden ubicarse en correspondencia uno a uno con el conjunto N de nimeros
enteros positivos. Ejemplo:

5, 10, 15, 20, ...
Ll
1 2 3 4

Debido a esta propiedad de correspondencia, podemos establecer una definicion de sucesion matematica-
mente hablando:

Los elementos del rango de una sucesion son especificamente los términos de la sucesion. A partir de ahora el
rango de una sucesion es un conjunto de nimeros reales.
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EJEMPLO 4

1.- Enumere los primeros cuatro términos de la sucesion cuyo término general esta dado:
a)a = 3"

Solucion: a =3',3*,3°,3* = 3,9,27,81

b)anzl
n

N

y L
b) Soluciéon: a_= 23
8.1.2.3 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- En cada uno de los siguientes ejemplos se proporciona el término general de una sucesion. Encuentra los prim-
eros dos términos, el octavo y el décimo cuarto.

a.-a =2"
b.-a = (-1)'n’
c-a =n’
d.-an=_"
n+l

8.2 FORMULAS DE RECURRENCIA

Algunas sucesiones se pueden definir recursivamente. Primero se da el valor de al (primer término), después se
indica cémo se relaciona cada término subsiguiente con el que precede en la sucesion.

EJEMPLO 5

1.-Enumere los primeros cuatro términos de la sucesion definida por:
a,= Iy an+l:an+2

Solucion:

a, =1

a, =1+2=3 La sucesion seria: 1, 3, 5, 7
a, =3+2=

a, = 5t2=7

EJEMPLO 6
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1.-Enumere los primeros cinco terminas de la sucesion definida por

a=2 y a ., =(nt2)a
a, =2 n=1,2,3,4
Solucion:
ar =2
a, =(1+2)(2) = 6
a, =(2+2)(6) = 24
a, =(3+2)(24) = 120
a; =(4+2)(120)= 720 Los 5 primeros términos son: 6, 24, 120, 720

8.2.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Encuentra los cinco primeros términos de la sucesion definida por:
a-a-=1, a, =3a-1

b.- a =2, a_, =a +(nt2)

c-a =0, a, =a+4

n+1

8.3 DETERMINACION DE TERMINOS GENERALES

Nosotros podemos conocer los primeros términos de una sucesion, pero no necesariamente su término general; para
lo cual debemos buscar un patrdn establecido para obtener el término general de la sucesion.

EJEMPLO 7
a) Para cada sucesion encuentre su término general 1,4,9,16,25
Solucion: Los elementos de la sucesion son nimeros cuadrados, de modo que una regla para obtener el enésimo
termino seria:
a =n’
b) Para cada sucesion encuentre su término general-1,2 ,-4,8 ,-16
Solucion: Siignoramos los signos negativos tenemos potencias de 2, cuyo término general

a =201
n

Podemos multiplicar cada termino por (-1)". Este factor multiplicara cada término impar por - 1 y cada término par
por 1. De este modo el término general lo escribiremos como:

an:(_l)nzn—l
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8.3.1 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Para cada una de las siguientes sucesiones, encontrar su término general.
a- 2,4,6,8,10

b- 0,1,2,3,4,5
L1111
2345

d.- 8,27,81,125

TALLER 1

a.- En cada uno de los siguientes ejemplos se proporciona el término general de una sucesion. Encuentra los
primeros tres términos, el noveno el décimo quinto:

n+l
1
l-an=3n+1 6.- an:(—]
2
1
2.-4, :n+j 7.- a, =(-1)"GBn+1)
n
3-a =(-2) 8.- a,=(-3)""
4,— a :n(n—_l_l) 9,— a = "
" 2 " 3n+2
1

10- a, =n" +1

" n(n+1)

b.- En los problemas siguientes enumere los cinco primeros términos de la sucesion definida por la formula
de recurrencia.

l-a=2 , a_ =4a -3

2-a=2 , a, =a+( +2)
3-a=-3, a, =2 -5

4-a =8 ? an+1 - an+2

5-a =1, a=2,ant2 =a_  +a
6.-a=3 , a  =2a

n+l
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7-a=2 , a, =(an)

8-a =0 , a, =1, ant2=antl - 2a

9-a=5 , a, =na

n+1

10.-a,=2 , a_  =(a)

c.- Para cada una de las siguientes sucesiones, encontrar su término general.
l- -1,1,3,5,7

2--2,-1,0,1,2,3
3- 5,7,9,11,13

1 3
4o -53,0,5,1,5.2

1
2

Luego de analizar las sucesiones, ahora vamos a establecer que es una progresion.

Las progresiones se clasifican en:
1.- Progresiones aritméticas
2.- Progresiones geométricas
8.4 PROGRESIONES ARITMETICAS
8.4.1 Definicion

Una progresion aritmética es aquella por la cual a cada término de la misma se suma una constante (d) para
obtener el siguiente término. La constante d se llama DIFERENCIA COMUN.

La diferencia (d) puede ser un nimero positivo, negativo o nulo. Para encontrar la diferencia comun, se resta
a cualquier término el que le precede.

Segun la diferencia ya sea esta POSITIVA o NEGATIVA la progresion se dice que es CRECIENTE o DE-
CRECIENTE.

EJEMPLO 8
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al az a3 a4

S
\/\/\/

Diferencia

Terminos

En este primer ejemplo podemos notar que es una progresion aritmética creciente ya que la diferencia es un
numero positivo; en este caso 3.

EJEMPLO 9

d] al a3 a4

. . . .

Terminos 15

VAUALS

Diferencia -1

En este segundo ejemplo analizamos que es una progresion aritmética decreciente ya que la diferencia es un
numero negativo; en este caso - 1.

8.4.1.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dadas las siguientes progresiones o sucesiones aritméticas encontrar su diferencia comun y establecer si
es creciente o decreciente.

a- 2,3,4,5,6,...
b-10,9%,9, 8%, 8, 7%,...
c-19,14,9,4, -1, -6,...
d- 6,9, 12, 15, 18,...

e- 02,07, 12,
112
37273
8.4.2 Término enésimo de una progresion aritmética

Si decimos que al es el primer término de una progresion aritmética, los siguientes términos de la progresion seran:
a,=a +d

a,=a,+d=a +2d

a, =a,+d=a +3d

y asi sucesivamente.

Por consiguiente el ENESIMO TERMINO de una progresion o sucesion aritmética esta dado por:
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an=al+(n-1)d

EJEMPLO 10

Encontrar el décimo término de la progresion aritmética 4, 7, 10, 13,...

Solucion:

DATOS

a, =4 a,=4+(10-1)3
d=3 a,=4+9(3)

n =10 a,= 31
EJEMPLO 11

En la progresion aritmética 4, 7, 10, 13,... ;Que termino tiene un valor igual a 301?

Solucion:
DATOS
a,=4 an=a,+(n-1)d
d=3 301=4+(n-1)3
a =30 301=4+3n-3
n= ? 301 -4+ 3=3n

300 =3n

n=100

EJEMPLO 12

Un individuo decide trotar una distancia particular por semana, acorde con el siguiente horario: la
primera semana trotara 1.000 mts por dia. Cada semana siguiente trotara 250 mts por dia de lo que troto la
semana anterior.

a.- Que distancia recorrera por dia en la semana numero 26.

b.- En cual semana trotara 10.000 mts por dia.

Solucion:

DATOS

a, = 1000 an=a +(n-1)d

d =250 a26 =1000+(26 —1) 250

n =26 226 = 1000+( 25 ) 250

131



an="? a26 = 1000+ 6250
a26 = 7.250mts.

DATOS

an=a +(n-1)d
a, = 1.000 10.000 = 1.000+(n—1) 250
an = 10.000 10.000 = 1.000+ 250n — 250
d =250 10.000 — 1.000+ 250 = 250n
n=7? 9.250 =250n

n=37
EJEMPLO 13

El sexto término de una progresion aritmética es 3 y su diferencia es - 2. Encontrar el primer término de la
progresion.

Solucion:
DATOS
a6 =3 an=al +(n-1)d
d=-2 3=al+(6-1)-2)
n==6 3=al+(5)(-2)
al =? 3=al -10
3+10=al
al =13

8.4.2.1 EJERCICIOS PROPUESTOS
a.- Hallar el 25*°termino de -6, -3, 0,...

b.- Una progresion aritmética comienza por 2, termina por 3 y su diferencia es 1/10. ;Cuantos términos hay
en la progresion?

c.- Encontrar el 12 término de la progresion aritmética 7, 4, 1,...
d.- Una pareja decide ahorrar $10 cada mes del primer afio de matrimonio, $25 cada mes del segundo afio
de matrimonio, $40 cada mes del tercer afio de matrimonio, y asi sucesivamente aumentando $15 la cantidad

mensual cada afio. Hallar la cantidad que debera ahorrar cada mes del afio décimo.

e.- En la progresion 2, 6, 10, 14,..., ; Cual de sus términos tiene un valor igual a 286?

8.4.3 Construccion de progresiones aritméticas

El objetivo fundamental es la construccion de una progresion aritmética dados algunos términos de la misma.
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EJEMPLO 14

Si el décimo término de una progresion aritmética es 42 y el término vigésimo primero es 75, entonces
cual sera el término trigésimo primero. Construir la sucesion.

a=at(n-1)d a=a+(n-1)d
42=a +(10-1)d 75=a +(21-1)d
42 =al +9d 75=a,+20d
) 3 tod=420) ay+9d =42 (1)
a;+20d="75(1)
a;+9(3) =42
a1=42-27
a1=15
-al-9d =-42 a, =a +30d
al +20d= 75 a, =15+30(3)
/- 11d =33 a, =15+90
d=3 a, =105

La sucesion seria 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36,...

8.4.3.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

a.- El tercer término de una progresion aritmética es 8 y el décimo sexto término es 47. Encontraral y d; ademas
construir la sucesion.

b.- Si el cuarto término de una progresion aritmética es 5 y el noveno término es 20, obtener el sexto término.
c.- El séptimo término de una progresion aritmética es 79 y el décimo tercero es 151, obtener el cuarto termino.

d.- El décimo séptimo término de una progresion aritmética es , y el trigésimo segundo término es ; encontrar al
y d, ademés construir la sucesion.

e.- En una progresion aritmética que se compone de 5 términos, el primero es 7 y el tltimo es 9. Hallar la diferencia
y construir la progresion.
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8.4.4 Media Aritmética

En una progresion aritmética finita el primero y ultimo término se llaman extremos, y todos los demas térmi-
nos entre uno y otro extremo se llaman medios.

Si una progresion aritmética finita tiene tres términos, a, b, c, el segundo término se llama MEDIA ARIT-
METICA deayc.

EJEMPLO 15

En la progresion 1, 4, 7, 10, 13, 16 los extremos serian 1 y 16 y sus medios aritméticos serian 4, 7,
10y 13.

En otras palabras podremos definir que la media aritmética de dos numeros es igual a su semisuma:

m=a+—

Interpolar varios medios aritméticos entre dos numeros dados es construir la progresion. Para construir la
progresion se debe conocer la diferencia, la cual se determina de la siguiente formula:

Si a =a +(n-1)d; ydespejamos el valor de la diferencia ( d ), tenemos:

EJEMPLO 16
Insertar cuatro medios aritméticos entre 1y 2.
Solucion:

DATOS
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La progresion aritmética es 1

9

W | N

EJEMPLO 17
Interpelar seis medios aritméticos entre 3 y 38
Solucion:

DATOS

m1=a1+d=3+5=8
m2=m1+d=8+5=13
m3=m2+d=13+5=18
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m4=m3+d=18+5=23
m5=m4+d=23+5=28
m6=m5+d=28+5=33

8.4.4.1. EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Insertar dos medios aritméticos entre 3 y 24.

2.- Interpolar ocho medios aritméticos entre 18 y -9

3.- Interpolar seis medios aritméticos entre 2x — 3y y 9x+4y
4.- Insertar nueve medios aritméticos entre 2 y - 1

5.- Insertar dos medios aritméticos entre i y g

8.4.5 Series Aritméticas

Es una serie asociada a una sucesion aritmética; es decir, es la suma de los primeros n términos de una pro-
gresion aritmética (Sn); estd representada por la siguiente formula:

En otras palabras, la suma de los primeros n términos de una progresion aritmética es n veces el promedio de
los términos primero y enésimo de la progresion.

[ PARA RECORDAR ]

Esta formula es til cuando conocemos el primero y Gltimo término de la sucesion, a, y an . Sino conocemos
el tltimo término de la serie podemos sustituir en:

an=a +(n-1)d; envezdean en laformula anterior; lo que va a dar lugar a la siguiente formula:

B n[a1 +a,+(n-1)d]

EJEMPLO 18
Hallar la suma de los primeros 50 nimeros enteros positivos 1 2,3,...50

Solucion:
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DATOS:
a =1

an=50
n=>50

S, = 1275
EJEMPLO 19

La suma de los 8 primeros términos de una progresion es 96. La progresion comienza por - 2; ;Cuanto
equivale el ultimo termino?

Solucion:

DATOS

192=8(-2+a )
192 =-16+8a_
192+ 16 = 8a_

208 = 8a_
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a= 26

EJEMPLO 20
Obtener la suma de los primeros 14 términos de la serie aritmética 2 +5+8+11+14+...
Solucion:

DATOS

_n[2a1+(n—1)d]

Sn =
2
14[2(2)+(14-1)3]
4=
2
14] 4+39]
4= 5
S14 =301

8.4.6. Notacion Sigma

La letra griega ) (sigma) se la puede utilizar para abreviar la escritura cuando una serie tiene una formula para el
término general.

La suma de los primeros cinco términos de la progresion:

-1,-4,-7,-10,-13, ... -3n+ 2, se puede denotar de la siguiente forma:

5
Z(—3n+2) “Se lee la suma de ( - 3n + 2 ) cuando n va desde 1 hasta 5”
=1

n

EJEMPLO 21
Rescribe y evaluia la siguiente suma
Solucion: 1° +23+3°+4°=1+8+27+64=100

EJEMPLO 22
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Escribe la siguiente suma en notacion sigma 1 +4+9+ 16 +...

Solucion: Este ejercicio se trata de la suma de los cuadrados de los nimeros reales, en este caso nos damos cuenta
que es infinita la progresion, para lo cual utilizaremos el simbolo para representar en la notacion sigma. Su repre-

sentacion seria:
o0
2
2.1

n=I1

EJEMPLO 23

Rescribe y evalia la siguiente suma:
3 1

> (-2+-)

n=I n

Solucion: —l—i—é— —6-9-10 :_g

23 6 6

8.4.6.1 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Obtener la suma de los primeros 100 nimeros naturales

2.- Encuentra la suma de los primeros 8 términos de la serie aritmética 1+3+5 ...

10
3.- Encuentre la suma de la serie ;(4” +5)

4.- La suma de los 6 primeros términos de una progresion es 39. La progresion comienza por 9; ;Cuanto equivale
el altimo termino?

5.- Escribir la siguiente suma en notacion sigma 2 -3 +4—5+...

[ PARA RECORDAR ]

Los elementos que intervienen en una progresion aritmética son los siguientes:

/ Primer término: x

Ultimo término: a
Numero total de términos: n
Diferencia: d

Suma de . términos:
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No olvidarse que estos cinco elementos intervienen en las formulas fundamentales, es importante identificar
cada uno de estos elementos, ya que de esta manera podremos plantear cualquier tipo de calculo que se nos presente.

TALLER 2

a.- Hallar el:
1.- 12 término de 7,10,13, ...
2.-16%°términode —1,-4,-7, ...

3.- 25 término de - , 1 ,i,
2 2

b.- Encontrar el quinto, décimo y décimo octavo término de la progresion
7,4,1,..

c.- En la progresion 2,6, 10, ..., ;cudl de sus términos equivale a 106?

d.- El décimo séptimo término de una progresion aritmética es - 40 y el vigésimo octavo es - 73. Hallar el primer
término y su diferencia. Construir la progresion.

e.- Una progresion aritmética se compone de 13 términos, Su diferencia es % y su ultimo término es igual a 10.
Cuanto equivale el primer término, construir la progresion.

f.- Interpolar seis medios aritméticos entre 2 y 22.

g.- Insertar doce medios aritméticos entre 127 y 6.
h.- Interpolar cinco medios aritméticos entre — 5 y 5.

i.- Insertar ocho medios aritméticos entre 3,1 y 4,3.

< |

y

<2~

j.- Insertar siete medios aritméticos entre
k.- Interpolar suficientes medias aritméticas entre 1 y 50 para que la suma de la serie sea 459.

m.- Hallar el valor de las siguiente suma 9 + 13+ 17+ ... + 61

25
I.- Obtener la suma de la siguiente serie 2211

n=l
m.- Al Sr. Pedro Torres le ofrecen un trabajo por 4 afios con salario inicial de $1.500 al afio y un aumento de $100
anuales cada afio (después del primero), o bien un aumento de $25 cada seis meses (después de los primeros seis
meses). (Cual es la mejor oferta?

n.- ;Cuantos postes habrd en una pila de postes de alumbrado eléctrico, si hay 30 en la hilera del fondo, 29 en la
segunda, y asi sucesivamente, hasta llegar a 1 en la hilera superior?

0.- Una pelota que cae al vacio recorre 48 pies durante el primer segundo, 80 pies durante el segundo, 112 durante
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el tercero, y asi sucesivamente. ;Cudntos pies recorre la pelota durante el 6to segundo? ;Cudl es la distancia total
recorrida en el 8avo segundo?

p.- Encontrar tres nimeros en progresion aritmética tal que la suma del primero y el tercero sea 10 y el producto
del primero y el segundo sea 15.

q.- Jorge ha ganado $168 en una semana. Si sus ganancias diarias estan en progresion aritmética y el primer dia
gand $30; ;cuanto gano el segundo dia y el séptimo dia?

r.- La Sra. Freire ahorra cada mes $0,50 mas que en el mes anterior. En 10 afos sus ahorros suman $3.690. Deter-
mine lo que ahorro el primer mes y luego lo que ahorro el ultimo mes.

14
s.- Obtener la suma de la siguiente serie 2(311 +1)

n=1

t.- El Sr. Antonio Guerrero realiza un trabajo a razon de $10 el primer dia, $11,50 el segundo dia, $13 el tercer dia,
y asi sucesivamente. ;Cuantos dias trabajara para que pueda recaudar $2.337,50?

u.- Hallar el vigésimo término de la sucesion 1,5 ,3 ,4,5 , ...
v.- Rescribe y evalta cada una de las siguientes sumas:

N
1.- ,,Z_:‘(Z)

5

.- Z\/2n+3

n=1

> 1

3.
n=1 2]’1—1

w.- Escribir cada una de las siguientes sumas en notacion sigma:
1- 3+6+9+12+...

2.- 4-9+16-25

3.

+

2 4
J— +_
3 5

5
+_
6

1 3
-1lpel2
2 4

8.5 PROGRESIONES GEOMETRICAS
8.5.1 Definicion

Una progresion geométrica es aquella por la cual a cada término de la misma se multiplica una constante (7)
para obtener el siguiente término. La constante » se llama RAZON COMUN.
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La razén comun (7) puede ser un numero positivo, negativo o nulo. Para encontrar la misma, se divide a cu-
alquier término por el que le precede.

Seglin la razon comin ya sea esta POSITIVA o NEGATIVA la progresion se dice que es CRECIENTE o
DECRECIENTE.

EJEMPLO 24

dl a2 a3 ad

S S A
\/\ /\/

Razon comun 3

Terminos

En este primer ejemplo podemos notar que es una progresion geométrica creciente ya que la razon comun es
un nimero positivo; en este Caso 3.

EJEMPLO 25

al daz a3

Terminos i 1
25 \ / \ /
Razon comun -3 -5

En este segundo ejemplo analizamos que es una progresion geométrica decreciente ya que la razon comun es
un numero negativo; en este caso - 5.

8.5.1.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dadas las siguientes progresiones o sucesiones geométricas encontrar su razén comun y establecer si es creci-
ente o decreciente.

a- 3,6,12,24,...
b- 3,-9,27,-81,...
e ipat 4

379
d--5,-05,-0,05,-0,005 ,
e.-10,20,40,80,...

1
p—

W | =

i 2
= 3,
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8.5.2 Término enésimo de una progresion geométrica

Si decimos que al es el primer término de una progresion geométrica, los siguientes términos de la progresion
seran:

1

a’alr

12 , a1r3 a11'n-1

9 ey

,a

y asi sucesivamente. Por consiguiente el ENESIMO TERMINO de una progresion o sucesion geométrica esta
dado por:

EJEMPLO 26

Encontrar el sexto término de la progresion geométrica 3, 15, 75,...

Solucion:

DATOS

a, =3 a ;=3 (5)"
r=2>5 a,=3(5 )
n==6 a,=9375
EJEMPLO 27

Una progresion geométrica se compone de 8 términos, la razon es 0,1 y su altimo término es 0,25. ;Cuanto
vale el primer término?

Solucion:
DATOS
n=2¢ an=alrm-1
r=0,1 0,25=al (0,1)8 - 1
a =025 0,25 =al (0,1)7
a =1 0,25 =al 0,0000001
0 = 0,25
' 0,0000001
a, = 2.500.000
EJEMPLO 28

La poblacion de cierto pais europeo es de 300.000.000 de habitantes el 1ro de Enero del 2002. Si su po-
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blacion aumenta el 5% del numero de habitantes cada afio, ;cual sera su poblacion el 1ro de Enero del 2.005?

Solucion: Al final del 2.002 la poblacion seré el 105% de la poblacion que habia al principio de ese afio, es decir,

105
100

Formando la progresion geométrica tenemos:

sera: =1,05 veces mayor.

3.10%, 3.10%(1,05) , 3.10°(1,05)° , 3.10%(1,05)

Tenemos que:
a =ar"!
a_=3.10%(1,05)°
a =3.10%(1,157625)
a =347.287.500
EJEMPLO 29

. ., . 128 , 2 f
El sexto término de una progresion geométrica es <1 y surazon es = encontrar el tercer término.
DATOS

n==6
128
a,=——
"8l
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8.5.2.1 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Encontrar el 13#*° término de 10, 20,40 ,...

2.- En una progresion geométrica el primer ultimo término es 640 y su primer término es 20; de cuantos términos
se compone la progresion, sabiendo que su razon es 2.

3.- Una progresion geométrica que comienza por 3 V2 termina por 24. La razén es V2. ;Cuantos términos hay en
la progresion?

4.- Hallar el primer término de una progresion geométrica cuyo cuarto término es — 8 y el quinto término es 32.

5.- En cierta ciudad africana el nimero de habitantes es de 1°200.000 habitantes en el afio 2.000. Si su poblacion ha
venido creciendo aceleradamente en un 8,5% cada afio; cual sera la poblacion en el afio 2.008.

6.- En la progresion 2, 6, 10, 14,..., ;Cual de sus términos tiene un valor igual a 2867

7.- Cierta poblacion de bacterias aumenta geométricamente con un factor diario de 1.5; de cuanto serd su poblacion
al cabo de una semana si inicialmente era de 120.

8.- Hallar el primer término de un progresion geométrica si consta de seis términos y su razon es equivalente a =
, sabiendo que su ultimo término es igual a 320. 3

8.5.3 CONSTRUCCION DE PROGRESIONES GEOMETRICAS
El objetivo fundamental es la construccion de una progresion geométrica dados algunos términos de la mis-

ma.

EJEMPLO 30

Una progresion geométrica se compone de 5 términos, el primero de los cuales es ~ y su ultimo término es
54. Determinar la razon y construir la progresion.

Solucion:
DATOS

n=>5
dlzg
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rt =481
r=3

La progresion geométrica seria : % ,2,6,18, 54

8.5.3.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Una progresion geométrica se compone de cinco términos, el primero de los cuales es -— y su ultimo término

16
es — . Determinar la razon y construir la progresion.

3
2.- Una progresion geométrica se compone de seis términos, el quinto y el sexto término son 7203 y 50421 respec-
tivamente. Construir la progresion

3.- Si el primer término de una progresion geométrica es — 4 y su razon es 5 construir la progresion, sabiendo
que la misma consta de cuatro términos.

4.- Una progresion geométrica se compone de 6 términos, el primero de los cuales es 5 y su ultimo término es

1296

—— . Determinar la razon y construir la progresion.

625

5.- Una progresion geométrica se compone de siete términos, el sexto y el ultimo término son — 1944 y 5832 respec-
tivamente. Construir la progresion.

8.5.4 INTERES COMPUESTO

La cantidad inicial de dinero que se deposita en una cuenta bancaria se llama capital y se representa con la letra C.
Si la tasa de interés anual es r, entonces al final del primer afio el interés sera Cr. Cuando el enteres es compuesto
anualmente, el interés que se genera cada afio se deposita el la cuenta al final del afio. Asi, la cantidad al acumulada
en la cuenta al final del primer afio es:

a,=C+Cr=C(l+r)

146



El interés generado sobre la cantidad al final del segundo afio es C (1 +1)r. Sidicha cantidad se deposita entonces
al final del segundo afio, la cuenta bancaria contiene:

a,=C(l+r)+C(1+r)r

a,=C(1+2r+r?)=C(1+r)y

Siguiendo este procedimiento, podemos construir la siguiente tabla:

ANO CANTIDAD AL FINAL DEL ANO
1 C(1+r1)
2 C(1l+r2
3 C(1l+r)
4 C(1+r)
n C(l+r)

Las cantidades de la segunda columna de la tabla forman una progresion geométrica con el primer término
C(1+r)yrazén 1 +r. Asi podemos establecer que la cantidad en la cuenta bancaria al final del afio enésimo es:

a=[C(l+r)](L+r)

EJEMPLO 31

El 1ro de Agosto del 2.000 el Sr. Andrés Torres deposité en una cuenta de ahorros un capital de $200
que percibe un interés compuesto anual del 6%. Hallar la cantidad que habra acumulado en su cuenta el 1ro
de Agosto del 2.012.

Solucion:

DATOS

C=200 a =C(lL+r)
r=6% :100=0,06 a,=200(1+0,06 )2
n=12 a,=200(2.01)
an="? a,= $402
EJEMPLO 32

Hallar la cantidad que debe depositarse en una cuenta al 7,5% de interés compuesto anual para tener
$5.250 al cabo de 15 aiios.
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Solucion:
DATOS

Cc=?
r=17,5%:100=0,075
n=15

a = 5250

an=C(l+r)n
a

n

(1+r)n
5250

C:—IS
(1+0,075)

5250
2,96
C =8$1.773,65

EJEMPLO 33

Cuanto tiempo se demorara en duplicarse una inversion al 13% de interés compuesto anual.

Solucion:

DATOS

n=7?

C=1

a =2

r=0,13

a =C(l+r)
loga, —logC

n=—>—-—""=—

log(1+7)

log2—logl

n=——=———
log(1+0,13)
0,30

n=
0,05

n = 6 afios

8.5.4.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Hallar la cantidad que debe depositar el Sr. Gutiérrez en su cuenta de ahorros a un 6,75% de interés compuesto
anual para tener al cabo de 5 afios $12.500.
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2.- En cuanto tiempo un capital se triplica al 8% de interés compuesto anual.

3.- El 25 de Septiembre del 2.001 el Sr. Pereira deposito en su cuenta de ahorros $5.800 a una tasa de interés del
11,25% compuesto anual. Hallar la cantidad que habré en la cuenta el 25 de Septiembre del afio 2.015.

4.- A qué tasa de interés anual se deberan depositar $4.000 para tener $9.500 en la cuenta 12 anos después.
5.- El Sr. Rivadeneira recibe una herencia. Después de satisfacer ciertas necesidades, €l quiere hacer un depoésito en
su cuenta bancaria, lo cual le garantice que dentro de 20 afos tendra $55.500. Si la entidad bancaria le da una tasa
de interés del 12% compuesto anual, ;cudl serd el capital que deberd depositar en la cuenta?
8.5.5 Media geométrica

En una progresion geométrica finita el primero y Gltimo término se llaman extremos, y todos los demas tér-
minos entre uno y otro extremo se llaman medios.

Si una progresion geométrica finita tiene tres términos, m, X, n se dice que x es la media geométrica entre
my n. Ya que su razdn es constante, es decir:

X n
m X
de donde:

X2 =mn 0 x = =\mn

es decir que las raices cuadradas del producto de dos nimeros son medios geométricos entre estos dos niameros.

es decir que las raices cuadradas del producto de dos nimeros son medios geométricos entre estos dos niameros.

EJEMPLO 34

Si los nimeros son 4 y 100 tenemos que:

x =2v/4*100 = £4400 = 20

De donde resultan las dos progresiones geométricas que son:
4,20, 100 y 4,-20,100

En algunos casos se utiliza la raiz positiva si los nimeros dados son positivos, o puede ser la raiz negativa
cuando los numeros dados son negativos.

Para poder interpolar varios medios geométricos entre dos numeros dados, se empieza por encontrar el valor
de larazon (r)delaférmulaa =a r" ', teniendo en cuenta que el nimero total de términos (tomando en cuenta

los extremos) sera m+2, y se procede a obtener los medios multiplicando el primer extremo por r, asi con cada
uno de los numeros que se van obteniendo.

149



Cuando el valor de m es par el ejercicio tiene una sola solucion real, pero cuando el valor de m es impar el
resultado del ejercicio tiene dos soluciones reales.

EJEMPLO 35

Interpolar tres medios geométricos entre 1y 81.

Solucion:
DATOS
a, =1 anzalr“‘1
a, =81 8l=171>""!
n=>5 81 =1

r= +3

Si analizamos nos damos cuenta de que tiene dos respuestas el ejercicio ya que el resultado de una raiz con
indice par tiene dos valores, en este caso: +3 y - 3.

La primera interpolacion seria: 1,3,9,27,81
La segunda interpolacion seria: 1,-3,9,-27,81
EJEMPLO 36

Interpolar dos medios geométricos entre — 4 y 108.
Solucion:

DATOS

a,=-4

a,= 108

n=4

a=alr"!

108=-4r*"!

108 _
4
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En este segundo ejemplo podemos decir que existe un solo resultado para el ejercicio ya que la raiz en este
caso es — 3.

La interpolacion seria: -4, 12, - 36, 108.

8.5.5.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Interpolar un medio geométrico entre 9 y 16.
. . ‘o 7
2.- Interpolar cinco medios geométricos entre 3 y 56.

. . 1
3.- Interpolar cuatro medios geométricos entre — y 27.
4.- Insertar seis medios geométricos entre 512y —4.
4 1
5720

6.- Insertar dos medios geométricos entre —2 'y 128.

5.- Insertar tres medios geométricos entre

8.5.6 Series geométricas

Es una serie asociada a una sucesion geométrica; es decir, es la suma de los primeros # términos de una pro-
gresion geométrica (Sn); estA representada por la siguiente formula:

cuya deduccion de la formula es la siguiente:
S _=al +alr+alr*+ .. +alr™! (1)

Si se multiplica ambos miembros de la igualdad por r, tenemos que:
rSn=alr+alr’+ale’+ .. +alr'+alr"  (2)

Al restar la segunda ecuacion de la primera, obtenemos:

Sn—rSn =al —alr"

Sn(l-r) =al(l-1")

o al(l—r")

-7
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Esta formula se utiliza para obtener la suma de los primeros ene términos de una serie geométrica.

EJEMPLO 37

3 3 3 3 3

Encontrar la suma de los seis primeros términos de la progresioén geométrica 3 +—+—+ g +—+—

4 16 32
Solucion:
DATOS
al=3
1
r=—
2
n==6
all—r"
Sn = 1( )
1-r
(-(3)]
o _ 2
6 l_l
2
(-3
Ss = l
2
(s
64
5 180
32
EJEMPLO 38

5 n+l
Encontrar la suma de la serie geométrica Z(_]

n=1
Solucion:

Primero hallamos los términos que componen la progresion geométrica:
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I 1 1
4 8 16
DATOS
1
GIZZ
|
r=—
2
n=>5
all—r"
Sn=— r)
-7
5
1 1_(1)
g 4( 2
5 1_1
2
(21
4\ 32
S, l
2
5,31
064
EJEMPLO 39

El Sr. Pedro Pita construyo una casa en 1.998. Con sus utilidades que obtuvo pudo construir dos casas
en 1.999. Con las utilidades de éstas, construyo cuatro casas en 1.992. Suponiendo que el Sr. Pita es capaz
de continuar duplicando el nimero de casa que construye cada afio, encuentre el nimero total de casa que
habra construido al final del afio 2.000.

Solucion:
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1+2+4+8+...

S}’ZZM
1-r

1{1=(2)"

o (1—(2) |

1-2048

Sll _1

2047

Sll —1

Sn= 2.047 casas

8.5.6.1 EJERCICIOS PROPUESTOS

5
1.- Encontrar la suma de la serie geométrica Z 3"
n=1

2.- Calcule la suma de la siguiente serie geométrica 20 + 2 + 0,2 + 0,02

3.- Un padre proyecta depositar en el banco $30 el dia que su hijo cumpla un afio y duplicar la cantidad en cada uno
de los cumpleafios de su hijo. ;Cuanto tendré su hijo al cumplir 15 afios?

4 2 n—1
4.- Encontrar la suma de la serie geométrica z [gj
n=1

5.- Obtener la suma de los primeros cinco términos de la serie 1 +x+x2 +x3 + ...

6.- Una pelota de basketball se lanza desde una altura de 16 m, en cada rebote se eleva 1 de la altura alcanzada en
la caida previa. A qué altura se elevara al sexto rebote? 4

8.5.6.2 Series geométricas infinitas
Consideremos una serie geométrica infinita.

3+9+27+81+243+...+3n+ ...
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A medida que n se incrementa, es decir, se hace més grande, la suma de los primeros n términos crece sin
limite alguno. No obstante, el siguiente ejemplo es diferente:

11 1 1 1
—t—t—t—ft— .
3.9 27 81 3

Ahora consideremos la suma de los primeros n términos para algunos valores de n.

1
Sl =§
51,14
39 9
S, =
S3 :l_|_l+i:£
39 27 27
11 1 1 40
S4 =4 —F—Ft—=—
39 27 81 8l
51,1 4
39 9

1 13

I 1
L =—+—+

3 9 27 27
1,1 40

4:l+l+ +—=
3 9 27 81 &l

Cada denominador es de la forma 3. Cada numerador es menor que el denominador, lo cual significa, que a medida
que 7 se va haciendo cada vez mayor, S_se acerca cada vez més a 1. Se dice que S_se acerca a un limite igual a 1.
Definimos la suma de esta serie infinita como 1.
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[ PARA RECORDAR ]

Algunas series infinitas tienen suma (son convergentes) y otras no.
Una serie geométrica infinita es convergente y tiene, por lo mismo, una suma si y sélo si:

[r| <1 (el valor absoluto de la razon comun es menor que 1)
EJEMPLO 40

Determinar cuales de las siguientes series geométricas tienen una suma:

1 1T 1 1 1 1T 1
l-1-——+————+—+ . =———+—+...
3 9 27 &l 9 27 &l

r=-— =<1
La serie tiene una suma ya que el valor de la rezon comun es menor que 1.
b) 1 +6+36+216+... r==6 [r] >1

La serie no tiene una suma.

)2+ (-2)+2+(-2)+... r=-1 [r] =1
La serie no tiene una suma.

8.5.6.2.1 EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Determinar cuales de las siguientes series geométricas son convergentes:

a- 9+81+729+ ...

br 62220

d- 1+0,1+0,01+...
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1 1 1

e | — ..

5 25 125

f- 3—-6+12-24+ ...

8.5.6.2.2 Determinacion de sumas de una serie geométrica infinita

La suma de los primeros n términos de una serie geométrica infinita es

a, (1 —r" )
Sh=—>"——"-—+
-7
A medida que n se va incrementando, podemos ver que r" va disminuyendo su valor, aproximandose a 0, pues
a a
Ir < 1. El limite de S, cuando » incrementa ilimitadamente, es, por lo tanto: 1—1 y tendremos que: S = :
- -r

En otras palabras, la suma de una serie geométrica infinita, cuando [r] <1, estd dada por:

EJEMPLO 41

1
Encontrar la suma de la serie geométrico infinita 4 —1+———+...

16

Solucion:

DATOS
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-

1+1
4
4
S=—
>
.
s=2
5
EJEMPLO 42

- n—1
Encontrar la suma de la serie geométrica infinita Z(—lj
n=l
n-1
~ 1 1 1 1
3 ST
~\ 3 3 9 27

Solucion:

DATOS
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AW

8.5.6.2.3 EERCICIOS PROPUESTOS

1.- Hallar la suma de las siguientes series geométricas infinitas:
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c- 1-0,1+0,01-...

- 3(2)

n=1

€.- 7+3+2+...
7

PARA RECORDAR

Los elementos que intervienen en una progresion geométrica son los siguientes:

/ Primer término: al \

Ultimo término: an
Numero total de términos: n
Razén comun: r
Suma de n términos: sn

. /

Al igual que en las progresiones aritméticas, es importante identificar cada uno de estos elementos que inter-
vienen en las progresiones geométricas, ya que de esta manera podremos plantear cualquier tipo de célculo que se
nos presente.

TALLER 3

1.- 122° término de 10, 152,45, ...

8 42

2.- 5 término de 243 > 81 2 27

3.- 142 término de 2, 2 \/g,

b.- Una progresion geométrica se compone de seis términos, la razén es — 3 y su ultimo término es — 1.458. ;Cual
es el valor del primer término?

c.- En la progresion 162 , 54, 18 ,... obtener el 10mo término y la suma de los siete primeros términos.
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d.- El tercer término de una progresion geométrica es 10 y el sexto término es 0,001. Encontrar la suma de los nueve
primeros términos.

e.- Obtener la suma de los primeros nueve términos de la serie geométrica
16-8+24+ ...

f.- Una progresion geométrica se compone de seis términos. El Gltimo término es 18.750 y la razén es — 5. Hallar el
primer término y construir la progresion.

) . 1
g.- Interpolar cuatro medios geométricos entre — 3 'y ~243

h.- En una progresion geométrica el primer término es 6, el ultimo término es 7 y g . De cuantos términos se com-

., : 9
pone la progresion y obtener la sumatoria.

i.- Encontrar la suma de las siguientes series geométricas infinitas:

2.- 16+12+9+2T47+"‘

3.-S5 :T,nZS, r=3; hallar a, ya .

0.- Interpolar cuatro medios geométricos entre — 5 y 5120.

p.- Un estudiante pidi6 un préstamo de $1.500 al 12,5% de interés compuesto mensualmente. El estudiante saldara
el préstamo en un Unico pago al cabo de 24 meses. ;A cuanto ascendera la deuda?

5

n
q.- Encontrar la suma de la siguiente serie geométrica Z 5
n=1

r.- Hallar la suma de los siete primeros términos de una progresion geométrica cuyo cuarto término es 256 y cuyo
ultimo término es 16.384.

s.- Cuanto tiempo se demorara en triplicarse una inversion al 6,75% de interés compuesto anual.

t.- Si una progresion geométrica se compone de cuatro términos, la razén es 8 y su ultimo término es 1024. Hallar
el primer término y la sumatoria de los cuatro términos.

u.- Insertar cuatro medios geométricos entre 40y — 1,25.

11

v.- Calcular la suma de los ocho primeros términos de la progresion geométrica: 9-3+1-—+—-...
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w.- Cada afio una persona invierte $1.000 en un plan de ahorros del cual percibe intereses a una tasa fija del 7%
anual. Cudl es el valor de este plan de ahorros al décimo segundo aniversario de la primera inversion.

162



163



BIBLIOGRAFIA

Arnaz, J. (1995). Iniciacion a la 16gica simbolica. Editorial Trillas, S.A de C.V. México.
Baldor, A. (1982). Algebra. Editorial Cultural Venezolana, S. A. Caracas, Venezuela.
Batanero, M.; Godino, J. y Navarro-Pelayo, V. (1994). Razonamiento combinatorio. Madrid.
Coleccion ESPARTACO. (2009). Razonamiento Matematico. Lima: Editora Kano.

Coleccion Mi Academia. (2005). Exdmenes de admision. Lima : San Marcos.

Granville, W., Mikesh, J., & Smith, P. (1992). Trigonometria plana y esférica: con tablas trigonométricas. México
D.F. Unién Tipografica Editorial Hispano-americana. Instituto Politécnico Nacional.

Lehmann, C., Garcia Diaz, R., & Santal6 Sors, M. (1980). Geometria Analitica. Editorial Limusa. México, D.F.
Leithold, L. (1994). Algebra y trigonometria con geometria analitica. México D.F. Oxford University Press.

Miller, Charles; Heeren, Vern; y Hornsby, John. (1996). Matematica: razonamiento y aplica-ciones. Traduccion:
Victor Hugo Ibarra y Javier Enriquez, Editorial Pearson, Décima Edicion. Recuperado de: ttps://books.google.com.

ec/books?id=uapEWymlIU6kC&printsec=frontcover#fv=onepage&q &f=false.

Psicotécnicos. (2010). Psicotécnicos. En O. B. Nicolas, Psicotécnicos Curso completo paso a paso (pag. 128). Lima
Perti: San Marcos.

Santibaiiez, J. (1994). Elementos del Razonamiento Matematico. Lima: Edicion 1998.

Sullivan, M. (1997). Precalculo. Prentice-Hall Hispanoamericana. México D.F.

Stewart, J; Redlin, L. y Watson, S. (2001). Precalculo. International Thompson Editores, S.A de C.V México, D.F.
Swokowski, E. (2011). Algebra y trigonometria con geometria analitica. Cengage Learning. México D.F.
Timoteo, S; Falcon N. (2006). Aptitud académica tipo UNMSM Siglo XXI. Lima: San Marcos.

Zill, D. G., & Dewar. (2012). Algebra, trigonometria y geometria analitica. Mc Graw Hill. México, D. F.

164



ISBN: 978-9942-805-26-3




